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CLASA a V-a

1) Calculaţi: 
[image: image667.jpg]



2) Pe prima linie a tabelului următor se trec, în ordine întâmplătoare, cifrele numărului 2011. Se adună fiecare număr din căsuţele liniei unu cu indicele coloanei de care aparţine, iar cele patru rezultate se trec la întâmplare în căsuţele liniei doi. Se adună apoi fiecare număr din căsuţele liniei doi cu indicele coloanei de care aparţine, iar cele patru rezultate se trec la întâmplare în căsuţele liniei trei. Procedeul continuă pentru completarea liniei patru.

a) Daţi un exemplu de completare a tabelului în care numerele de pe coloana trei sunt toate patru egale;

b) Demonstraţi că în nici o situaţie, pe linia patru nu putem avea patru numere egale.
	
	Coloana 1
	Coloana 2
	Coloana 3
	Coloana 4

	Linia 1
	
	
	
	

	Linia 2
	
	
	
	

	Linia 3
	
	
	
	

	Linia 4
	
	
	
	


3) O clasă are un număr de elevi cuprins între 20 şi 30. La un test media pe clasă a fost exact 7,12. Profesorul a constatat că dacă toţi cei care nu au luat nota 10 ar fi avut un punct în plus, media pe clasă ar fi ieşit 8.

a) Câţi elevi sunt în clasă?

b) Câte note de 10 au fost?

[image: image660.emf]

Notă: Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
Pentru fiecare subiect se acordă de la 0 la 7 puncte.
CLASA a V-a

1) Calculaţi: 
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prof. Neculai Moraru, Suceava

Barem de corectare:
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2) Pe prima linie a tabelului următor se trec, în ordine întâmplătoare, cifrele numărului 2011. Se adună fiecare număr din căsuţele liniei unu cu indicele coloanei de care aparţine, iar cele patru rezultate se trec la întâmplare în căsuţele liniei doi. Se adună apoi fiecare număr din căsuţele liniei doi cu indicele coloanei de care aparţine, iar cele patru rezultate se trec la întâmplare în căsuţele liniei trei. Procedeul continuă pentru completarea liniei patru.

a) Daţi un exemplu de completare a tabelului în care numerele de pe linia trei sunt toate patru egale;

b) Demonstraţi că în nici o situaţie, pe linia patru nu putem avea patru numere egale.
	
	Coloana 1
	Coloana 2
	Coloana 3
	Coloana 4

	Linia 1
	
	
	
	

	Linia 2
	
	
	
	

	Linia 3
	
	
	
	

	Linia 4
	
	
	
	


prof. Adrian Vieriu, Suceava

Barem de corectare:

a) 

	
	Coloana 1
	Coloana 2
	Coloana 3
	Coloana 4

	Linia 1
	1
	1
	2
	0

	Linia 2
	5
	4
	3
	2

	Linia 3
	6
	6
	6
	6

	Linia 4
	
	
	
	


                                                                                                                    …………….3p

b) Suma elementelor de pe linia 4 este 4+10+10+10=34         ………..…..3p

Finalizare     ………………1p

3) O clasă are un număr de elevi cuprins între 20 şi 30. La un test media pe clasă a fost exact 7,12. Profesorul a constatat că dacă toţi cei care nu au luat nota 10 ar fi avut un punct în plus, media pe clasă ar fi ieşit 8.

a) Câţi elevi sunt în clasă?

b) Câte note de 10 au fost?

prof. Adrian Vieriu, Suceava

Barem de corectare:

Fie S suma notelor şi x numărul de elevi.

a)
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b) notăm cu y numărul de note de 10
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CLASA a VI-a

1) Se consideră numărul natural n mai mare sau egal cu 4.

a) Determinaţi n pentru care 
[image: image6.wmf]102011
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 are suma cifrelor 105.

b) Determinaţi numerele n pentru care 
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 are suma cifrelor divizibilă cu 6.

2)Există  numere de trei cifre 
[image: image8.wmf]abc

, în baza zece, care sunt egale cu 
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3) În exteriorul triunghiului ABC cu 
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astfel încât 
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. Să se arate că punctele E, A, F sunt coliniare.
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Notă: Timpul efectiv de lucru este de 2 ore.
Pentru fiecare subiect se acordă de la 0 la 7 puncte.                           

CLASA a VI-a

1) Se consideră numărul natural n mai mare sau egal cu 4.

a) Determinaţi n pentru care 
[image: image15.wmf]102011

n
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 are suma cifrelor 105.

b) Determinaţi numerele n pentru care 
[image: image16.wmf]102011

n
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 are suma cifrelor divizibilă cu 6.

prof. Ion Radu, Bacău

Barem de corectare:

a) 
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b) Suma cifrelor este 9n-3=3(3n-1)

din condiţia 
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2) Aflaţi numerele de trei cifre 
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, în baza zece, care sunt egale cu 
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                                                                                    Alexandru Negrescu, Iaşi
Barem de corectare:

Să notăm 
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Dacă 
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Dacă 
[image: image29.wmf]{

}

3,,,

xxabc

£"Î

 rezultă că 
[image: image30.wmf]3

3381,

N

<×=

 deci 
[image: image31.wmf]4

x

=

 pentru un 
[image: image32.wmf]{

}

,,

xabc

Î


                                                                  …………………………………………………….2p

Nu putem avea mai multe cifre de 4, deoarece 
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                                                                 ……………………………………………………..2p


Am văzut că 
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                                                                 …………………………………………………......1p

Pentru a=3 nu verifică

Pentru a=2 nu verifică                                                      

Rezultă că problema nu are soluţii……………………………………………….2p
3) În exteriorul triunghiului ABC cu 
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. Să se arate că punctele E, A, F sunt coliniare.

***
 SOLUŢIE

Notăm măsura unghiului ACB cu c.

Măsura unghiului ABF este 
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 şi măsura unghiului BAF este
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                                    ………………………………………………………………….3p
Măsura unghiului ACE este 
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 şi măsura unghiului EAC este
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Se obţine măsura unghiului EAF de 180 grade…………………………………………2p 
Clasa a VII-a

1. Determinaţi 
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2. Determinaţi ultimele două cifre ale produsului numerelor naturale de forma 
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4. Se consideră triunghiul  ABC şi D mijlocul laturii [BC]. Fie punctul F  în planul triunghiului astfel încât 
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 şi notăm cu E punctul de intersecţie al dreptelor AB şi FD. Arătaţi că dacă 
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[image: image662.wmf]Notă: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Pentru fiecare subiect se acordă de la 0 la 7 puncte.              

Clasa a VII-a

1. Determinaţi 
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 pentru care numărul 
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***
Barem de corectare:
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2. Determinaţi ultimele două cifre ale produsului numerelor naturale de forma 
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, 
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prof. Gabriela Bedrulea, Suceava

Barem de corectare:
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 conţine factorul 
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 care este divizibil cu 
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Ultimele două cifre sunt 
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3. Fie punctul [image: image87.wmf]P

 situat în planul patrulaterului convex [image: image88.wmf]ABCD
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                                                                              prof. Gheorghe Stoica, Petroşani
Barem de corectare:

Figura ……….1p

 Deoarece 
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 este simetricul lui 
[image: image103.wmf]P

 faţă de mijlocul laturii 
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Deoarece 
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 este simetricul lui 
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Deoarece 
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Deoarece 
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 este simetricul lui 
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[image: image123.wmf]DSAT

 este paralelogram. Atunci 
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Din (1), (2), (3) şi (4) rezultă că 
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4. Se consideră triunghiul  ABC şi D mijlocul laturii [BC]. Fie punctul F  în planul triunghiului astfel încât 
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prof. Cristian Amorăriţei, Suceava

Barem de corectare:

a) Din 
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Aplicăm teorema lui Menelaos în triunghiul ABC cu transversala F-E-D şi obţinem: 
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Cum 
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Din relaţiile (1) şi (2) avem:  
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Clasa a VIII-a

1. Calculaţi suma 
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2. Arătaţi că pentru orice 
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3. Se consideră cubul 
[image: image141.wmf]ABCDABCD

¢¢¢¢

, având 
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. Se cere:
a. Natura şi aria secţiunii;

b. Cosinusul unghiului planelor 
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4.  Se consideră prisma triunghiulară regulată dreaptă 
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Notăm cu M, N, Q  şi P mijloacele laturilor  
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a) Să se arate că volumul poliedrului 
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este egal cu jumătate din volumul prismei.

b) Să se arate că planele 
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c) Să se calculeze distanţa dintre dreptele 
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d) Să se arate că 
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[image: image664.wmf]Notă: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.

Pentru fiecare subiect se acordă de la 0 la 7 puncte.

Clasa a VIII-a

1. Calculaţi suma 
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Barem de corectare:
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Finalizare 
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2.  Arătaţi că pentru orice 
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                                                                                          Prof. Ion Bursuc, Suceava

Barem de corectare:
Observăm că avem:
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                                                 ……………………………………………………….3p
Din relaţia de mai sus se deduce  inegalitatea din partea stângă …………………….2p

şi din aceasta mai obţinem:
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3.  Se consideră cubul 
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, având 
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. Se cere:
a. Natura şi aria secţiunii;

b. Cosinusul unghiului planelor 
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Barem de corectare:
a) 
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b) Fie 
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. Avem 
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 este unghiul planelor 
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 şi 
[image: image199.wmf]ACC

¢¢

                                                                                

Finalizare 
[image: image200.wmf]22
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4.  Se consideră prisma triunghiulară regulată dreaptă 
[image: image201.wmf][

]
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ABCABC

 care are în plus proprietatea că feţele laterale sunt pătrate, toate muchiile prismei având lungimea a.      
Notăm cu M, N, Q  şi P mijloacele laturilor  
[image: image202.wmf]',','
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 şi respectiv 
[image: image203.wmf]BC

  şi fie punctele 
[image: image204.wmf]{
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a) Să se arate că volumul poliedrului 
[image: image206.wmf][
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ABCMB

este egal cu jumătate din volumul prismei.

            b) Să se arate că planele 
[image: image207.wmf](
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 şi 
[image: image208.wmf](
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 sunt perpendiculare.

            c) Să se calculeze distanţa dintre dreptele 
[image: image209.wmf]'

CC

 şi UV  în funcţie de a. 
            d) Să se arate că 
[image: image210.wmf](
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                                                                                                      prof. Cătălin Ţigăeru, Suceava


Barem de corectare:
 a) Corpul 
[image: image211.wmf][
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 este o piramidă cu baza 
[image: image212.wmf]'
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 şi vârful C, aşadar 
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[image: image214.wmf](
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           (b) Se demonstrează uşor că, dacă 
[image: image215.wmf]"

B

 este mijlocul segmentului 
[image: image216.wmf]',
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 atunci 
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 deci 
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 Dar 
[image: image219.wmf]'

PQBC

^

 şi cum 
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 rezultă 
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 rezultă că planele 
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 şi 
[image: image224.wmf](
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 sunt perpendiculare.                    ……………………………………………………………..2p

           (c) Notăm cu W mijlocul segmentului UV şi demonstrăm faptul că QW este perpendiculara comună a dreptelor în cauză. Din congruenţa triunghiurilor 
[image: image225.wmf]'

CVC

 şi 
[image: image226.wmf]'

CUC

 rezultă că triunghiul VQU  este isoscel, cu vârful în Q, deci 
[image: image227.wmf].

QWUV

^

 Demon-străm faptul că 
[image: image228.wmf]'.

QWCC
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 Notăm cu 
[image: image229.wmf]'
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 şi 
[image: image230.wmf]'
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 proiecţiile respectiv ale punctelor V şi U   pe planul 
[image: image231.wmf](

)

.

ABC

 Notăm cu O centrul triunghiului echilateral ABC.  Atunci 
[image: image232.wmf]WO

 este linia mijlocie a trapezului 
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 şi cum 
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 obţinem 
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 Din motive de asemănare între triunghiurile de pe feţele 
[image: image237.wmf]''
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 şi 
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 deducem că 
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 deci  
[image: image240.wmf]2

a

WOCQ

==

 şi cum şi 
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 rezultă că WQCO este un dreptunghi, deci QW este perpendiculara comună a dreptelor 
[image: image242.wmf]'
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 şi UV.  Cum 
[image: image243.wmf],

QWCO

=

 rezultă că distanţa cerută este 
[image: image244.wmf]3
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            (d) Poliedrele  (de fapt, piramidele patrulatere) 
[image: image245.wmf][
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 şi 
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 au acelaşi volum, egal cu o jumătate din volumul prismei, cum s-a demonstrat la primul punct. Cele două poliedre au în comun şi poliedrul 
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 Putem scrie 
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Comparând relaţiile, deducem 
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CLASA a IX-a

1. Să se determine 
[image: image251.wmf]a

Î
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 şi să se rezolve ecuaţia 
[image: image252.wmf]2

1sin

xxax

p

++=

, ştiind că are soluţie unică în 
[image: image253.wmf].

¡


2. Se consideră şirul strict crescător al numerelor prime, notate astfel: 
[image: image254.wmf]12345

2,3,5,7,11,...
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 cu ajutorul cărora  se formează şirul 
[image: image255.wmf]{
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 definit prin: 
[image: image256.wmf]1121211
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, unde 
[image: image257.wmf]12
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(a) Să se arate că numărul 
[image: image258.wmf]4

a

 nu este prim.

(b) Să se arate că 
[image: image259.wmf](
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(c) Să se arate că 
[image: image260.wmf](
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3. Fie funcţiile
[image: image261.wmf]**
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cu
[image: image262.wmf]g

strict crescătoare, iar
[image: image263.wmf]h

 descrescătoare şi strict pozitivă, astfel încât: 
[image: image264.wmf]()()()()
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. Arătaţi că
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image266.wmf]()0
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şi
[image: image267.wmf]f

este strict crescătoare.

4. Fie ABCDEF un hexagon cu proprietatea că diagonalele AD, BE şi CF au un punct comun şi că patrulaterele ABDE, BCEF sunt inscriptibile. Să se arate că CDFA este tot un patrulater inscriptibil. 

[image: image665.wmf]Notă: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore. 

Pentru fiecare subiect se acordă de la 0 la 7 puncte.  
CLASA a IX-a

1. Să se determine 
[image: image268.wmf]a
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 şi să se rezolve ecuaţia 
[image: image269.wmf]2

1sin

xxax
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, ştiind că are soluţie unică în 
[image: image270.wmf].
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Dumitru Crăciun, Fălticeni

Soluţie: Fie 
[image: image271.wmf]0
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 soluţia ecuaţiei
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Se arată că 
[image: image273.wmf]0
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 este soluţie a ecuaţiei. Într-adevăr, 
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 Din unicitatea soluţiei rezultă 
[image: image276.wmf]0
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Arătăm că pentru 
[image: image277.wmf]3
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 ecuaţia are soluţie unică. 

Ecuaţia devine: 
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 Cum 
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, rezultă că trebuie să avem egalitate în ambele inegalităţi, adică 
[image: image281.wmf]1
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Barem:


[image: image282.wmf]0
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 soluţia ecuaţiei
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Deduce 
[image: image284.wmf]0

13

.

24

xa

=-Þ=-

……………………………………………………………….2p

Arată că pentru 
[image: image285.wmf]3
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2. Se consideră şirul strict crescător al numerelor prime, notate astfel: 
[image: image286.wmf]12345

2,3,5,7,11,...

ppppp
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 cu ajutorul cărora  se formează şirul 
[image: image287.wmf]{
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[image: image288.wmf]1121211

,,,2

nnnn

apappapabn

++

==+=×+"³

, unde 
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(a) Să se arate că numărul 
[image: image290.wmf]4
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 nu este prim.

(b) Să se arate că 
[image: image291.wmf](
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(c) Să se arate că 
[image: image292.wmf](
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Cătălin Ţigăeru, Suceava

Soluţie : (a) 
[image: image293.wmf]4
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 (b) Observăm, pentru început, că, dacă un număr prim 
[image: image294.wmf]k
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 are proprietatea 
[image: image295.wmf],
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 atunci 
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 Să presupunem că există un divizor prim al numerelor 
[image: image297.wmf]n
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 Cum 
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 rezultă că 
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 Deoarece 
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 rezultă că 
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(c) Presupunem că există un termen 
[image: image306.wmf]m
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al şirului 
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 Pe de altă parte, din relaţia de recurenţă deducem:
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Deoarece 
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 rezultă că 
[image: image314.wmf](

)

12

.

mnnn

pbpp

++

+

 Dar 
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 de unde 
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 Obţinem 
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Barem:

(a) 
[image: image323.wmf]4
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…………………………………………………………….…………...2p

(b) 
[image: image324.wmf]1.
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Finalizare……………………………………………………………………………………..2p

(c) Demonstrează cerinţa……………..…………………………………………...………….2p

3. Fie funcţiile
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,,:

fgh

+

®

¡¡

cu
[image: image326.wmf]g

strict crescătoare, iar
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 descrescătoare şi strict pozitivă, astfel încât: 
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. Arătaţi că
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este strict crescătoare.

Ion Bursuc, profesor, Suceava

Soluţie: Dacă presupunem că există 
[image: image332.wmf]0
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, astfel încât (1) 
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(2)  
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  (3) şi    
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şi  (4)  
[image: image340.wmf]0
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Prin urmare,
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[image: image343.wmf]()(),()0

fxfyxyf

Þ>">>Þ

strict crescătoare.

Barem:

Presupune că are loc relaţia  (1)……………………………………………………………..1p

Demonstrează relaţia  (2)…………………………………………………………………....1p

Demonstrează relaţia  (3)…………………………….……………………………………...1p

Demonstrează relaţia  (4)………………………………………………………...………….2p

Demonstrează că 
[image: image344.wmf]f

este strict crescătoare ……………...………………………….……….2p
4. Fie ABCDEF un hexagon cu proprietatea că diagonalele AD, BE şi CF au un punct comun şi că patrulaterele ABDE, BCEF sunt inscriptibile. Să se arate că CDFA este tot un patrulater inscriptibil. 

Dan Popescu, Suceava

Soluţie: a) Fie AD∩BE∩CF={P}. Utilizând puterea punctului P faţă de cele două cercuri asigurate ca existenţă de enunţ, deducem 
[image: image345.wmf]PE
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, 
[image: image346.wmf]PF
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, de unde 
[image: image347.wmf].
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 Rezultă că  ACDF este inscriptibil. 

Barem:

Figura………………………………………………………………………………..……...1p

Foloseşte puterea punctului…………………………………………………………..……..3p
Finalizare………...…...……………………………………………………………..………1p
CLASA a X-a

1.  În sistemul de coordonate carteziene 
[image: image348.wmf]xOy

 se consideră punctele următoare: pe abscisă punctul 
[image: image349.wmf](
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1,0;

I

 punctul A în cadranul doi, punctul B în cadranul trei şi punctele C şi D în cadranul patru astfel încât  să fie îndeplinite condiţiile:

(i)  Unghiurile 
[image: image350.wmf]AOI

Ð

 şi
[image: image351.wmf]BOC

Ð

 sunt congruente.

(ii)
[image: image352.wmf].
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(iii) Patrulaterul IOCD este paralelogram.

Să se demonstreze inegalitatea 
[image: image353.wmf].
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2. Să se determine şirurile 
[image: image354.wmf](
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 cu 
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 ştiind că şirurile 
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 sunt progresii geometrice.

3. (a) Să se arate că, pentru orice 
[image: image358.wmf]2,
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 numărul 
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este par.
(b) Să se arate că, pentru orice 
[image: image360.wmf]2,
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 numărul 
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4. Fie şirul de numere reale 
[image: image363.wmf](
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 astfel că 
[image: image364.wmf]1

1

+

=

-

n

n

n

x

, ∀n∈ℕ, 
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a) Să se calculeze produsul 
[image: image366.wmf]30
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b) Să se arate că toţi termenii şirului sunt iraţionali.
c) Să se arate că 
[image: image367.wmf]1
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 astfel încât 
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 sunt puteri naturale ale lui a.
[image: image666.jpg]Colegiul, National




Notă: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
Pentru fiecare subiect se acordă de la 0 la 7 puncte.
CLASA a X-a

1.  În sistemul de coordonate carteziene 
[image: image370.wmf]xOy

 se consideră punctele următoare: pe abscisă punctul 
[image: image371.wmf](
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 punctul  A în cadranul doi, punctul B în cadranul trei şi punctele C şi D în cadranul patru astfel încât  să fie îndeplinite condiţiile:

 (i)  Unghiurile 
[image: image372.wmf]AOI

Ð

 şi
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 sunt congruente.

(ii) 
[image: image374.wmf].
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(iii) Patrulaterul IOCD este paralelogram.

Să se demonstreze inegalitatea 
[image: image375.wmf].
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       Cătălin Ţigăeru, Suceava

Soluţie:  Notăm cu 
[image: image376.wmf]1
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şi cu 
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 afixele punctelor A şi B. Forma lor trigonometrică este 
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Punctelor C şi D le corespund numerele complexe 
[image: image381.wmf]3
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 respectiv 
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 pe care încercăm să le exprimăm ca operaţii algebrice ale numerelor 
[image: image383.wmf]1

z

 şi 
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 Din ipoteză deducem 
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Rezultă că 
[image: image387.wmf]312
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 Deoarece IOCD este paralelogram, interpretând operaţia complexă corespunzatoare, se obţine şi 
[image: image388.wmf]4312
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Această modelare reduce problema la a demonstra inegalitatea 
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b) Demonstrează cerinţa........................................................................................................4p
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b) Demonstrează cerinţa……………………………………………..................................2p
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Notă: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore. 
Pentru fiecare subiect se acordă de la 0 la 7 puncte.  
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Implicaţia directă rezultă din (1).
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4. Se consideră funcţia 
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       Cătălin Ţigăeru, Suceava

Soluţie: Pentru 
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Pentru 
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CLASA a XII-a

1.  Să se calculeze integralele 
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2. Se consideră corpul 
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  Să se arate că f este ireductibil şi că g este reductibil.

3. Fie
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4. a) Să se dea exemple de corpuri cu 9 elemente, respectiv cu 25 de elemente.

b) Să se determine corpurile finite K cu proprietatea că 
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Notă: Timpul efectiv de lucru este de 3 ore. 
Pentru fiecare subiect se acordă de la 0 la 7 puncte.  
CLASA a XII-a

1. Să se calculeze integralele 
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Cătălin Ţigăeru , Suceava

Soluţie: Pentru calculul lui 
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 Să se arate că f este ireductibil şi că g este reductibil. 

Cătălin Ţigăeru ,  Suceava
Soluţie: . Demonstrăm faptul că f este ireductibil. Fiind polinom de gradul doi, este suficient să arătăm că nu are rădăcini în 
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Demonstrăm faptul că g este reductibil. Dacă g ar avea o rădăcină 
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deci g este reductibil.  Observaţie: 
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Barem: 
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3. Fie
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    Ion Bursuc , profesor ,Suceava

Soluţie: Înlocuind 
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Barem:

Demonstrează inegalitatea ...............................................................................................7p
4. a) Să se dea exemple de corpuri cu 9 elemente, respectiv cu 25 de elemente.

b) Să se determine corpurile finite K cu proprietatea că 
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Mihai Piticari, Vladimir Cerbu, C-lung Moldovenesc

Soluţie: a) 
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Barem:
a) Găseşte două corpuri cu proprietatea cerută……….. ................................................3p

b) Determină corpurile……………….............................................................................4p
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