Concursul national de matematica ”Laurentiu Duican”
Editia a XVII-a, Brasov, 20 mai 2011

Clasa a VII-a

1. Se da triunghiul ABC. Aratati ca exista si sunt unice punctele
D € (AB), E € (BC) si F € (AC) astfel incat patrulaterul ADEF sa fie
romb. Daca notam cu S aria rombului, demonstrati ca S < % i precizati
cand se realizeaza egalitatea.

Constantin Apostol

2. Fie n > 2 un numar natural. Demonstrati ca daca numerele intregi

T1,To, ..., T, au proprietatea ca |ri|+ |xa|+. .. +|zp| = |T1+ 22+ . .+ 2| =2,
atunci cel putin unul dintre numerele z, zo, ..., z, este egal cu 1 sau cu —1.
Romeo Ilie

3. Aflati numerele naturale n cu proprietatea ca numarul 800...01 este
—

n de 0
patrat perfect.

Dorel Mihet,

4. In interiorul triunghiului ABC se ia punctul K gi se realizeaza urmatoarea
constructie:

- prin K se duce o paralela la AC' care taie BC' in punctul My,
- prin M se duce o paralela la AB care taie AC' in punctul Ny,
- prin N7 se duce o paralela la BC care taie AB in punctul P;.

Se continua constructia (prin P; se duce o paralela la AC' care taie BC' in
punctul Ms,...).
Sa se precizeze pozitia punctului K astfel incat prin procedeul indicat:

a) sa se obtina cel mai mare numar de triunghiuri,

b) sa se obtina cel mai mare numar de triunghiuri congruente, respectand
cerinta precedenta,

c) sa se obtina cel mai mare numar de triunghiuri congruente.

Horea Banea
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Clasa a VIII-a

1. Daca a, b, ¢, z,y, z sunt numere strict pozitive, atunci:

V2 +zy + y? VY2 +yz + 22 V22 4+ zx + a2
a- + +c-

ry Yz 2
3 + b+ b+
§<a c+ a+ c)‘

=)

>
x Y z

D.M. Batinetu-Giurgiu

2. Se da patrulaterul convex ABC'D. In punctele M, N, P, @), mijloacele
laturilor (AB), (BC), (CD), (DA) se ridica perpendiculare pe planul patru-
laterului si se iau pe ele, de aceasi parte a planului punctele My, Ny, Py, Q1,
astfel incat MM, = AB, NN, = BC, PP, = CD, Q@1 = DA. Sa se arate
ca punctele My, Ny, P;, )1 sunt coplanare daca si numai daca patrulaterul
ABCD este circumscriptibil.

Constantin Apostol

3. Determinati numerele naturale nenule z, y si numarul prim p daca

.1'2011 4 y2011 = pxy.

Aurel Barsan

-~

4. a) Sa se demonstreze ca in triunghiul ABC avem m(A) = 60° daca si
numai daca BC? = AB? + AC? — AB - AC.

b) Se considera prisma triunghiulara regulata ABC'A’B'C’. Sa se demon-
streze ca planele A'BC gi C' AB sunt perpendiculare daca AA" = \/76 - AB.

Romeo Ilie
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Clasa a IX-a

1. Fie A o submultime nevida a lui R §i f,g : A — A doua functii cu
proprietatile:

(i) f este strict crescatoare pe A;
(ii) f(z) < g(z), Vz € 4;

(iii) {f(z)x € A} C {g(x)lx € A}.
a) Demonstrati ca, daca A = N, atunci f = g.

b) Ramane valabila concluzia de la a) daca A = Z7
Dorel Mihet,

2. a) Pe cercul de centru O se considera punctele distincte A, B, C, D

astfel incat OA + OB + OC + OD=(. Sa se arate ci punctele A, B, C, D
sunt varfurile unui dreptunghi.

b) Sa se demonstreze ca, daca numerele reale x, y, z, t indeplinesc
conditiile sinx 4 siny + sinz + sint = 0 si cosx + cosy + cos z + cost = 0,
atunci, pentru orice numar intreg n, are loc relatia

sin(2n + 1)z + sin(2n + 1)y + sin(2n + 1)z +sin(2n + 1)t = 0.

Aurel Barsan

3. Fie n > 2 numere naturale nenule aq,as, - - - ,a,.
a) Sa se arate ca a% + a% +e+ a% > a1ag + asas + - -+ ap_1a, + anal, cu
egalitate daca gi numai daca a; = as = -+ = a,.

b) Sa se demonstreze ca, daca n este patrat perfect, iar ecuatia
v —(a] + a3+ +a2+ 1)z +ayay + agaz + -+ ap10, + ana; =0

admite o radacina naturala nenula, atunci ambele radacini ale ecuatiei sunt
numere naturale patrate perfecte.
koK

4. Sa se demonstreze ca, pentru orice numere a,b,c > 0 si A > 1, are loc
inegalitatea
a)\+1 b)\+1 C)\Jrl 3 /g1 + pr1 +C>‘+1
b+ t A+ g T a + 0 = 5\/@—1 A1 Al
Mihaly Bencze
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Clasa a X-a

1. Sa se rezolve ecuatia

gl — ol 4 of}

Aurel Barsan

2. Fie o multime finita A C R si doua functii f,g : A — A. Sa se
demonstreze ca multimile

U={xecAlg(f(x)) #x}siV ={zeAlf(g(x)) #x}

au acelagi numar de elemente.

Cristinel Mortici

3. Sa se demonstreze ca, daca in triunghiul ABC avem m (A) > 90°,
atunci Rsin A > 2r.

Romeo Ilie

n. Se alege la

4. Fien € N*, r € {0,1,---,2" =1} sim € N, m >
= 1, m. Care este

intamplare un numar a,, - - - ai, de m cifre, cu a; € {1,2}, i
probabilitatea ca acesta sa dea restul r la impartirea la 2™7

Dorel Mihet,
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Clasa a XI-a

1. Fie A,B € M,(R) si p,q € N*. Sa se arate ca, daca A’PB = O, si
(A+1,)"B = O,, atunci B = O,,.

D.M. Batinetu-Giurgiu

2. Fie A, B € M5(R) doua matrice nilpotente, diferite de matricea nula,
astfel incat AB = BA. Sa se arate ca:

a) AB = Oy;

b) exista o € R* astfel ca A = aB.
(Matricea M € My (R) este nilpotenta daca exista n € N* astfel ca M"™ = O,.)

Dorel Mihet,

3. Fie f,g : [0,00) — R doua functii continue avand proprietatea ca
lim f(xz) = lim g(z) = co. Sa se demonstreze ca exista o infinitate de numere
Tr— 00 Tr—00

naturale k pentru care functia hy, : [0,00) — R, hy(z) = f(k+{g(x)}), Va >0,
nu are limita la co. ({a} desemneaza partea fractionara a numarului real a.)

Romeo Ilie

4. a) Sa se dea un exemplu de gir (a,),>1, cu termeni pozitivi, astfel ca girul
Sp = 4, ag, n € N*, sa fie convergent, iar sirul (n®a,),> sd fie nemarginit,
pentru oricare x > 0.
b) Fie (an)n>1 un gir cu termeni pozitivi, cu an41 < (3°_, ax) /n, pentru
orice n € N*. Sa se demonstreze ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) exista z > 0 astfel incat sirul S, (z) = > ;_, ai, n € N*, este convergent;
(ii) exista x > 0 astfel ca lim (n*a,) = 0.

n—oo

Eugen Paltanea
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Clasa a XII-a

1. Fie numerele reale a > 0, b > 0, ¢ > 0. Aratati ca exista grupuri (G, %),
cu G C R, astfel ca a + g € G, a + § € G sunt inverse unul altuia fatd de
operatia *.

D.M. Batinetu-Giurgiu

2. Calculati

_ ™ | sinnx + cos na|
lim dz.
n—oo J. xr

Gabriela Boeriu

3. Determinati functiile derivabile f : [0,2] — R cu f’ continua, avand
proprietatea ca functia e *f(x) este descrescatoare pe intervalul [0, 1], este
crescatoare pe intervalul [1,2] gi

/0 rf(2)dz = £(0) + (2).

Cristinel Mortici

4. Fie (K, +,+) un corp finit.

a) Demonstrati ca daca |K| = 12k+1 (k € N*), atunci exista a € K, astfel
incat polinomul f = X3 + a sa fie ireductibil in K[X].

b) Ramane adevarata proprietatea de la punctul a) daca |K| = 12k — 1
(k € N*) ?

Dorel Mihet



