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CLASA a XII-a - BAREMURI

Problema 1. Fie m un numar natural nenul, p un numar prim si A
un inel care are exact m elemente inversabile, iar 1 +1+---4+ 1 =0. Sa se
—————
p ori
arate ca inelul A are elemente nilpotente nenule daca si numai daca p divide
m.

Solutie. Fie a € A, a # 0, un element nilpotent si k € N*, astfel incat
a?" = 0. Intrucat (a + 1)P" = a?" +1 =1, rezultd ci a + 1 este inversabil si
ordinul lui a+1 in grupul multiplicativ U (A) al unitatilor lui A este o putere
a lui p. Deoarece ordinul lui a + 1 divide ordinul m al lui U(A), rezulta ca
P divide M. oo 3 puncte

Reciproc, conform teoremei lui Cauchy, exista un element a de ordin p in
U(A). Intrucat (a — 1) = aP —1 =0 i a # 1, rezultad cad a — 1 este un
element nilpotent nenul. ........ ... .. ... 4 puncte

Problema 2. Fie f :[0,1] — (0,00) o functie continua. Pentru fiecare
n € N, n > 2, se considera diviziunea 0 = t5 < t1 < --- < t, = 1, astfel
incat

t1 to tn
f(t)dt = fydt=---= f(t)de.
to t1 tn—1
Sa se calculeze n
g LT
flt1)  f(t2) f(tn)

Solutia 1. Fie F': [0,1] — [0, I],

T 1
F(w):/o f(t)dt, unde I:/O f(¢)dt.

Deoarece f ia valori strict pozitive, rezulta ca F este strict crescatoare, deci
injectiva. Intrucat F' este continua, F'(0) = 0 si F/(1) = I, rezulta ca F' este
surjectiva i F~Y(kI/n) =tp, k=0,1,--- ,n,n>2. ............ 2 puncte

Daca notam cu (xp,)p>2 sirul din enunt, atunci

n

1 1 1 1 1 1 & 1
Tn n;f(tk) B n; F(F=Y(kI/n)) n; F/(F~Y(kI/n))

— LSy m).



Intrucat (F~1)’ este continu, rezultd c

| Ly 1 1
lim —= [ (FY)'(Ix)de==F "(Iz)| =-.
. i i

n—00 Iy,

................................................................ 2 puncte
Solutia 2. Fie p=min{f(t) : 0 <t <1} >0si
1
I:/ f(t)dt > 0.
0
Aplicand teorema mediei pe fiecare interval [t;_1, ], obtinem
ti
I/TL = f(t) dt = (tk — tk_l)f(ek), 1 < 0 < tg,
te—1
deci
I~ 1 1L f(6)
— = (tk —tk-1)
ni= flty) I f(tw)
.................................................................. 1 punct

Fie € > 0 si n suficient de mare: I/n < e. Intrucat f este continui, iar [0,1]
este compact, f este uniform continua pe acest interval: exista § = d(e) > 0,
astfel incat |f(x) — f(2')] < e, dacd |z — 2’| < §. Daca n este suficient de
mare, atunci

I I
0<ty—20 tr —t1 = < — <46 k=12
< g <1k k—1 nf(ek)_n,u<7 ) &y , 1,
deci |f(tx) — f(0r)] < €, de unde
f(g’“)—l‘ S < k=121
flte) —

Prin urmare,

1 < f0r) 1
I;(tk - tk—l)f(tk) -7

1 n

fz te — ti—1) )‘
k=1
n

1 (0 ) €
<= ) (tk —tg-1) 1‘<,
I~ (&) I
i. e., sirul din enuntul problemei este convergent la I. .......... 6 puncte

Problema 3. Fien € N, n > 2, si A un inel cu n elemente, astfel incat
ecuatia 2" 4+ 2 = 0 si aiba in A\ {0} solutia unici x = 1. Sa se arate c&
A este corp.



Solutie. Intrucat 1 verificd ecuatia 2"t + 2 =0, rezulti ca 1 +1 =0,
deci toate elementele nenule ale grupului aditiv (A, +) au ordinul 2. Teorema
lui Cauchy implicd decican=2" meN*. ..................... 1 punct

Fie a € A, a # 0. Intrucat inelul A este finit, existd p < ¢, astfel incat
aP? = af. Prin Inmultiri succesive cu a?7?, rezulta ca a? = atkta—kp > 1,
Alegem k € N*, astfel incat » = (k+1)q — kp > 2¢. Prin inmultire cu a" =24,
obtinem a" "¢ = a2r=9) Fie b = " 7. Intrucat b% = b, rezulti ca b"t = b,
deci "1 +b=0,deunde b€ {0,1}. ..., 4 puncte
Daci b = a"~9 = 0, alegem s € N, s > 2, astfel incat a*' # 0 si a® = 0.
Fie ¢ = a*~!. Atunci ¢® = 0 i in consecinta (c+ 1)"*! = (c+1)2"(c+ 1) =
(c*" +1)(c+ 1) = ¢+ 1. Conform ipotezei, rezulta ci ¢+ 1 € {0,1} —
contradictie. Deci a"~% =1, i. e., a este inversabil. ............. 2 puncte

Problema 4. Fie f : R — R o functie crescatoare, F': R — R o functie
care are derivate laterale finite in orice punct din R gi F'(0) = 0. Stiind ca

lim f(z) < Fg(xo) st lim f(x) > Fy(xo),

zTxo xdxo

oricare ar fi zg € R, sa se arate ca

F(z) = /Omf(t) dt, z€R.

Solutie. Consideram functia G : R — R,

G(z) = F(z) — /0m f(¢)dt.

Fie g € R, x # xy. Atunci
F(z) — F(x)

T — X

F(z) = (x — z0) + F(x0).

Deoarece F' are derivate laterale finite in xg, rezulta ca functia

F(x)—-F
T~ —(a:) (xo)’ T # xo,
Tr — X

este marginita in jurul lui z, deci 1i_>m F(z) = F(zg). Prin urmare, functia
T—T0

G este CONBINUA. ...ttt e e 1 punct

Aratam ca G are derivate laterale finite in fiecare punct zg € R si G%(z¢) > 0
i Glj(z0) < 0. Fie x > xg. Deoarece limg 4, f(z) < f(t) < f(z), zo <t < w,
rezulta ca

1
li <
lim flz) < pr——

/ "y dt < f(a),

deci

lim — /xf(t) dt = lim f(x).

xlxg T — X zlzo

3



Prin urmare,

i G =G0 _ <F(w) —F(z) 1 /”"‘f(t) dt)

xlxo T — X0 xlxo T — X T — X0
= Fy(x0) — lim f(z) < 0.
zlxo

Z0

In mod analog,

Asadar, 0 < G(z) < o0 §i —o0 < GY(x) < 0, oricare ar fi numarul real .
Rezulta ca
Gz —¢e) —G(x —¢e/2) 1

li = ——@G <
210 e g s\ =

si
lim Glote) = Glzte/2) = 1Gfi(a:) <0, zeR
€l0 IS 2

Ardtam ca G este constanta. Sa presupunem ca existd a < b, astfel incat
G(a) # G(b).

Daca G(a) < G(b), consideram un numar real strict negativ A >
(G(a) — G(b))/(b — a). Functia H : [a,b] — R, H(z) = G(x) + Az, este
continua, H(a) < H(b) si

limH(m+€)_H($+€/2)

<0, zeR.
€l0 g

no| >

1, A
== 2 <

Deci, oricare ar fi numarul real z, exista 6(x) > 0, astfel incat H(z +¢) <
H(x+¢/2),0 <e < d(z). Fie c € [a,b], astfel incat

H(c) =min{H(z):a <z <b}.

Intrucat H(a) < H(b), rezulti c& a < ¢ < b. Fix&m un numar real strict
pozitiv e < min(b — ¢,d(c)). Atunci

H(c)<H(c+e)<H(c+¢e/2)<---<H(c+¢e/2") < - - < H(c),

ultima inegalitate rezultand din continuitatea lui H — contradictie.

Dacd G(a) > G(b), proceddm in mod analog: consideram un numar real

strict pozitiv A < (G(a) — G(b))/(b — a). In acest caz, functia continua

corespunzatoare, H(x) = G(x) + Az, indeplineste conditiile H(a) > H(b) si
H(x —¢e)— H(x —¢/2) 1 A A

I = Gl2)-2<-2<0 R.
20 e 2Gs(@) =55 =5 <0, we




Deci, oricare ar fi numarul real z, exista 6(x) > 0, astfel incat H(z —¢) <
H(x —¢/2),0 <e < d(z). Fie ¢ € [a,b], astfel incat

H(c) =min{H(z) :a <z < b}.

Intrucat H(a) > H(b), rezultd ci a < ¢ < b. Fixim un numar real strict
pozitiv € < min(c — a,d(c)). Atunci

H(c)< H(c—e) < H(c—¢/2) < -+ < H(c—e/2") < --- < H(c),

ultima inegalitate rezultand din continuitatea lui H — contradictie.

In consecintd, G este constanti. Intrucat G(0) = 0, rezulti ca G(z) = 0,
oricare ar fix real. ........ .. .. ... 4 puncte



