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CLASA a IX-a — BAREMURI
Problema 1. Fie n un numar natural nenul si fie numerele reale

a,az,...,a, astfel Incat a, + amy1 + -+ ap > m+(m+1)+ - +n,

oricare ar fim=1,2,...,n. Sésearatecéa%+---+aizw.

Solutie. Notam by = ax — k,Vk =1,2,...,n. Avem

bm + bmt+1 + -+ + by > 0, pentru orice m = 1,2, ..., n.

............................................................. 2 puncte
Rezulta ca . . . .
Soal =)0+ 2ib+ > i >
i=1 i=1 i=1 i=1
................................................................ 2 puncte
S - 2 n(n+1)(2n + 1)7
=1 6
.................................................................. 1 punct
deoarece
n
> b= (b1 4+ b))+ (bat A by) F by >0
i=1
................................................................ 2 puncte

Problema 2. Fie n un numar natural nenul. S& se arate cd orice numar
natural nenul, mai mic sau egal cu n!, este suma a cel mult n divizori distincti
al numarului n!.

Solutie. Demonstram prin inductie dupa n. Cazul n = 1 este evident.
Presupunand ca afirmatia este adevarata pentru n, fie m < (n+ 1)\
Exista ¢,r e Necum=(n+1)g+r,0<r<n.

.............................................................. 1 punct

Din inductie, ¢ se scrie ca suma a (cel mult) n divizori ai lui n! — fie
acestia dq,...,dg, k < n.

.............................................................. 1 punct

Atunci (n + 1)q se scrie (n 4+ 1)dy + (n 4+ 1)dg + --- + (n + 1)dj, unde
(n + 1)d; este un divizor al lui (n + 1)!.



daca r > 0, cum r divide (n + 1)! si r <n+1 < (n+ 1)d;, rezulta ca m
se scrie ca suma a k + 1 divizori distincti ai lui (n+1)!, unde k+1 < n+1,
ceea ce trebuia demonstrat.

Problema 3.

Fie ABC un triunghi si fie I, centrul cercului exinscris corespunzator lui
A. Fie P si Q punctele de tangenta a cercului exinscris cu dreptele AB si
AC. Dreapta P(Q intersecteaza dreptele I, B si I,C in punctele D, respectiv
E. Notam cu A; punctul de intersectie a dreptelor DC ¢i BE si definim
analog punctele By gi C1. Sa se arate ca AA;, BBy, CC} sunt concurente.

Solutie. Vom arata ca A; este ortocentrul triunghiului 7, BC.

Pentru aceasta, vom demonstra ca /PEIl, = /PBI,. intr-adevér,
ZPEI, = 180° — ZPQA — ZECQ = 180° — (90° — $A) — (90° — 3C) =
3(A+C)=90° — B = /PBI,.

Rezulta ca BEI,P este patrulater inscriptibil, si cum ZBPI, = 90°,
avem BE1CI,.

............................................................. 2 puncte

Deducem ca BA; || CI, unde I este centrul cercului inscris in triunghiul
ABC'. Rationand analog rezulta ca BIC A; este paralelogram.

.............................................................. 1 punct

Analog AIBC; este paralelogram, deci si AC1A1C este paralelogram,
adica segmentele AA; i CCy se injumatatesc. Similar, segmentul BB are
acelagi mijloc cu AA; gi CCY, de unde rezulta cerinta.

Problema 4. Fie n un numar natural nenul. Sa se demonstreze ca cel
putin unul dintre numerele [Q”Jﬂ , [2”*1\/5] ey [22”\/5] este par.
([a] inseamna partea intreaga a numarului real a.)

Solutie. Sa presupunem prin absurd ca toate numerele sunt impare.
Atunci exista a € N* cu proprietatea ca

20 — 1 < 2"/2 < 2a.

Inmultind cu 2 obtinem 4a — 2 < 2"t1/2 < 4q; cum [27711/2] este numér
impar, deducem ci 4a — 1 < 212 < 4a.

.............................................................. 1 punct

Continuand analog, rezulta ci 2"t1a — 1 < 2272 < 27tlg,

.............................................................. 1 punct

1

de unde a — 2" 1/2 < il

.............................................................. 1 punct
2 22n—1 1

De aici rezulta Cr 2B < i1

.............................................................. 1 punct



Pe de altd parte, din 2a > 27v/2 rezultd a® > 221 ceea ce implici

CL2 _ 22n—1 > 1.

2t <2 4o <2 V2 4
2n+2 < 2n+1\f2+1 =

1 3 1
2<\/§+ﬁ<§+5,

2"/2 + 1
a7

contradictie.



