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SIBIU
Clasa a IX-a
1. Fie ABC' un triunghi in care LA =2/C.
Sa se arate ci BC? — AB? = AB - AC
GM 1/2011, C.0:5103
2. él se demonstreze ca:
< 1 |

Z aF = § pentru orice n € N, n > 2;

k=1

n—1

k 11

b) 2 ﬁ < 5 pentru orice n € N, n > 3.

Emil C. Popa, Sibiu

3. Fie (a,),>1 un gir monoton de numere reale. Sa se arate ca girul (a,) este progresie

aritmetica daca si numai daca este adevarata egalitatea:

ap+as+...+a,)> nn®>—1)(ay —ay)?
a§+a§+...+ai=(1 2 p Sl 1(22 )

pentru orice n € N, n > 2.

Dumitru Barac, Sibiu

4. Notam a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi si » lungimea razei cercului inscris.
Sa se arate ca

1 1 1 V3

<_
a+b+b—|—c+c+a 4r

Petru Viad si Dumitru Barac, Sibiu

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru: 3 ore.



CLASA IX-a
BAREM DE CORECTARE

1. Fie ABC' un triunghi in care LA = 2/C.
Sa se arate ca BC? — AB? = AB - AC
GM 1/2011, C.0:5103

Solutie Figura

B C

Teorema cosinusului da:
(1) AB* = BC?* + AC? —2AC - BCcoSC ..o 1p

Teorema sinusului da:

BC  AB 1
GO0 SO Tt P
de unde:

B
cosC = % ................................................................... 1p
Inlocuind cos C' in (1), obtinem:
AC - BC?
AB? = BC? 4+ AC? — o 1
* AB P

sau
AB? — AB-BC? — AB- AC? + AC - BC?* =0
sau

BC*(AC — AB) + AB(AB? — AC?) =0



sau
(AC — AB)(BC® — AB - AC — AB> — AC?) =0 ... 2p
Cum AC # AB, rezulta

BC? — AB* — AB-AC =0

de unde BO? — AB*> = AB - AC, qe.d. ... oo 1p



2. Sa se demonstreze ca:

1

3
|

1 1
a) 2 m < 3 pentru orice n € N, n > 2;
n—1
k 11
b) 2 ﬁ < 5 pentru orice n € N, n > 3.

Emil C. Popa, Sibiu

n—1
1
Solui_;ie a) Notém Op = kz:; (n——k)gk
Avem
1 1
- 1
2T 3=3 : p
Pentru un n > 2 presupunem ca o, < 3 este adevarata si avem:
1o 1 1 1
On+1 > = = . -
T3 - (k=13 34 (n—i)F
1 1+"‘1 1 Sl 1y 1 )
=3(= izl(n—z)?ﬂ' <3l,t3 -RRRRR LT LR PR LT E TR RTE AP RERPRERRRRRTE p
n—1
n+k 1 1 11
b) Notam S,, = <-. A Sy = — < — 1
) Notam ;(n—k)?)k_?) vem §3 = o~ < p
11
Pentru un n > 3 presupunem ca S,, < 9 este adevarata si avem
1 ¢ n+k+1 1 ¢ n+k—1
Spi1 == ==
T3 ; [n— (k=131 34 [n— (k- 13k
n n—1 n—1
2 1 1 n-+1 2 1
— = - e 2
+3; = (k= D31 3; (n—0)3 3; (n—0)3 P
1 1 11 2/1 1 11
=-(1+85)+=(- n) <=1+ — - —4+= e 1
050+ (pen) <5 (05) 5 (Ge5) <3 p
Lotal . ..o p



3. Fie (ay)n>1 un sir monoton de numere reale. Sa se arate ca sirul (a,,) este progresie
aritmetica daca si numai daca este adevarata egalitatea:
(a1 +as+ ...+ a,)? N n(n?—1)(ay — a1)?

2 2 2 _
ait+ay+...+a, = n D

pentru orice n € N, n > 2.

Dumitru Barac, Sibiu

Solutie Notam a, — a; = 7.

Necesitatea. Avem ap = a1+ (k—1D)r, k=1,2,...00 ..o, 1p
2 2
2 1 _ 2 2 _ —
Zak - <Z ak) Z[al + (k—1)r] - (Z[al + (k 1)r])
k=1 k=1 k=1 k=1
:na2+2a1r§:(k¢—1)%—7“22713(16—1)2—1 nal—l—w 2:
1 k=1 k=1 n 2

(n —1)n(2n — 1)r? , (n — 1)%*nr?

=na?+a;(n— 1)nr +

6 4
_(n=Dnn+1)r*  nn®—1)(a —a)? 9
= 15 = (9 e p
Suficienta. Formulam P(n) : a, = a; + (n — 1)r. Afirmatiile P(1) si P(2)
sunt banal adevarate ... 1p
Presupunem ca afirmatiile P(1), P(2),..., P(n) sunt adevarate. Inlocuind in:
ar+...+a,+a,41)?> (n+1Dnln+2)(as —ay)?
Bt ta i, = )l (o Dol t 2o — o)
n+1 12
si folosind calculele din partea de necesitate, rezulta:
—1)n(2n — 1)r?
na? + a;(n — )nr + (n )n(6n )r 2=
1 (n—1)nr > (n+Dnn+2)(as —ar)?
= - il ]| +—mFm————————— & 1
n+1(na1+ 5 +a +1) + B = P
2 -1
= nL—i—laiH i (na1 + W) Gni1+ ... =0, ecuatie de gradul

!/

doi in a,4; care, conform necesitatii, are o solutie a;, |

primei relatii a lui Viete, mai are solutia

an =201+ (M= 1)r — @l = Q1 =T oo 1p
Deoarece sirul (a,) este monoton, din (a,+1 — a1)(a, — a1) > 0 rezulta ca

doar an41 = al,,; = a; + nr convine. Rezulta ca si afirmatia P(n + 1) este

adevarata. Conform principiului inductiei matematice, rezulta ca

a, = a4+ (n—1)r, Vn € N* deci girul (a,) este progresie aritmetica ................ 1p

1 = a1 + nr si, conform



4. Notam a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi si » lungimea razei cercului inscris.
Sa se arate ca

1 1 1<\/§

a+b+b+c+c+a = 4

Petru Viad si Dumitru Barac, Sibiu

Solutie Utilizand inegalitatea mediilor mg < mg: ......... . ... o 1p
avem:

1+1+1<1+1+1_\/a+\/5+ﬁ X
cro ot era S ovm T avie T 2ve oabe e p

Acum folosim inegalitatea mediilor m, <m,: ........ ... . L 1p

si obtinem:

Z 1 <\/3(a+b+c)71 3-2p 1 3 5
P N _2“4R-S_2”2R-r ................................. p

Cu inegalitatea lui Fuler R > 2r ... . . 1p
obtinem:

1 1 /3 _ 3
Z A S DA/ Bp2 T Uy ottt ]_p
Total ... p



