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Clasa a XII-a

1. a) Fie G un grup finit cu n elemente şi o submulţime H ⊆ G, H cu cel puţin[n

2

]
+ 1 elemente. Să se arate că {ab|a, b ∈ H} = G.

b) Să se dea exemplu de un grup finit G cu n ≥ 4 elemente şi de o submulţime a sa

H cu
[n

2

]
elemente pentru care {ab|a, b ∈ H} 6= G.

GM 6/2010

2. Dacă −∞ < a < b < +∞ şi f : [a, b] → R este o funcţie continuă astfel ca

∫ a+b
2

a

f(t)dt ·
∫ b

a+b
2

f(t)dt < 0,

atunci există α, β ∈ (a, b), α 6= β, astfel ca

∫ β

α

f(t)dt = 0.

Emil C. Popa, Sibiu

3. Fie a > 0 şi f : [0, a] → [0, a] o funcţie integrabilă pe [0, a] aşa ı̂ncât
(f ◦ f ◦ f)(x) = a− x, pentru orice x ∈ [0, a]. Demonstraţi că:

I(x) =

∫ a−x

x

f(t)dt =
a2 − 2ax

2
,

pentru orice x ∈ [0, a].

Liana Agnola, Sibiu

4. Se consideră P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−2x
2 + an−1x + an,

cu ak ∈ R, k = 0, n, a0 6= 0, an 6= 0. Dacă an−2, an−1 şi an sunt ı̂n progresie geometrică,
arătaţi că polinomul P nu are toate rădăcinile reale.

Ioan Ţincu, Sibiu

Notă: Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru: 3 ore.



CLASA XII-a
BAREM DE CORECTARE

1. a) Fie G un grup finit cu n elemente şi o submulţime H ⊆ G, H cu cel puţin

[n

2

]
+ 1 elemente. Să se arate că {ab|a, b ∈ H} = G.

b) Să se dea exemplu de un grup finit G cu n ≥ 4 elemente şi de o submulţime a sa

H cu
[n

2

]
elemente pentru care {ab|a, b ∈ H} 6= G.

GM 6/2010

Soluţie a) Fie c ∈ G şi A = {cb−1|b ∈ H} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Cum |A| = |H| ≥
[n

2

]
+ 1 rezultă că n ≥ |A ∪H| = |A|+ |H| − |A ∩H| >

>
n

2
+

n

2
− |A ∩H|, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Deci |A ∩H| ≥ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Fie a ∈ A ∩H; atunci există b ∈ H cu cb−1 = a, deci c = ab cu a, b ∈ H. . . . . . . . . 1p

b) Grupul Sn, n ≥ 3 şi H = An grupul altern al permutărilor pare din Sn . . . . . . . . 1p

Avem |G| = n!, |An| = n!

2
şi {ab|a, b ∈ An} = An 6= Sn = G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7p
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2. Dacă −∞ < a < b < +∞ şi f : [a, b] → R este o funcţie continuă astfel ca

∫ a+b
2

a

f(t)dt ·
∫ b

a+b
2

f(t)dt < 0,

atunci există α, β ∈ (a, b), α 6= β, astfel ca

∫ β

α

f(t)dt = 0.

Emil C. Popa, Sibiu

Soluţie Fie θ(x) =

∫ x+ b−a
2

x

f(t)dt, x ∈ a,
a + b

2
, continuă. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

Avem θ(a) =

∫ a+b
2

a

f(t)dt, θ(
a + b

2
) =

∫ b

a+b
2

f(t)dt. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Din θ(a) · θ(a + b

2
) < 0 rezultă că există α ∈ (a,

a + b

2
) cu θ(α) = 0,

adică

∫ α+ b−a
2

α

f(t)dt = 0.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Notând α +
b− a

2
= β, găsim egalitatea din enunţ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7p
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3. Fie a > 0 şi f : [0, a] → [0, a] o funcţie integrabilă pe [0, a] aşa ı̂ncât

(f ◦ f ◦ f)(x) = a− x, pentru orice x ∈ [0, a]. Demonstraţi că:

I(x) =

∫ a−x

x

f(t)dt =
a2 − 2ax

2
,

pentru orice x ∈ [0, a].

Liana Agnola, Sibiu

Soluţie În relaţia (f ◦ f ◦ f)(x) = a− x aplicăm f şi obţinem:

(f ◦ f ◦ f)(f(x)) = a− f(x),∀x ∈ [0, a] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

şi f ◦ (f ◦ f ◦ f)(x) = f(a− x), ∀x ∈ [0, a], . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

de unde f(a− x) = a− f(x),∀x ∈ [0, a]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Prin urmare:

I(x) =

∫ a−x

x

f(t)dt =

∫ a−x

x

f(a− t)dt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

I(x) =

∫ a−x

x

[a− f(t)]dt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

I(x) = at|a−x
x − I(x) = a2 − 2ax− I(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

De aici I(x) =
a2 − 2ax

2
,∀x ∈ [0, a] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7p
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4. Se consideră P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−2x
2 + an−1x + an,

cu ak ∈ R, k = 0, n, a0 6= 0, an 6= 0.

Dacă an−2, an−1 şi an sunt ı̂n progresie geometrică, arătaţi că polinomul P nu are toate
rădăcinile reale.

Ioan Ţincu, Sibiu

Soluţie Fie x1, x2, . . . , xn rădăcinile lui P .

Deoarece an 6= 0 rezultă xk 6= 0,∀k = 1, n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Se observă că an = P (0), an−1 = P ′(0), 2an−2 = P ′′(0).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Pentru x 6= xk avem
P ′(x)

P (x)
=

n∑

k=1

1

x− xk

, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

P ′′(x)P (x)− [P ′(x)]2

P 2(x)
= −

n∑

k=1

1

(x− xk)2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Pentru x = 0 se obţine
P ′′(0)P (0)− [P ′(0)]2

P 2(0)
= −

n∑

k=1

1

x2
k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Cum an−2, an−1, an sunt ı̂n progresie geometrică rezultă:

[P ′(0)]2 = 1
2
P (0)P ′′(0) ⇔ P (0)P ′′(0) = 2[P ′(0)]2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Prin urmare,

[
P ′(0)

P (0)

]2

= −
n∑

k=1

1

x2
k

.

În concluzie, există xk ∈ C. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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