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Clasa a XII-a

1. a) Fie G un grup finit cu n elemente i o submultime H C G, H cu cel putin
[g} + 1 elemente. Sa se arate ca {abla,b € H} = G.

b) Sa se dea exemplu de un grup finit G cu n > 4 elemente si de o submultime a sa
H cu [g] elemente pentru care {abla,b € H} # G.

GM 6/2010

2. Daca —co < a <b< +4oosi f:a,b] — R este o functie continua astfel ca

atb b
/ fde- | f)dt <0,

B
atunci exista «, 5 € (a,b), a # 3, astfel ca / f(t)dt = 0.

Emil C. Popa, Sibiu
3. Fiea>0s4i f:[0,a] — [0,a] o functie integrabila pe [0, a] asa incét

(fofof)(z)=a—x, pentru orice x € [0,a]. Demonstrati ca:

a? — 2ax

1@ = [ ra="
pentru orice z € [0, a.

Liana Agnola, Sibiu

4. Se considerd P(x) = apz™ + a12™ ' + ... + ay_27* + ap_ 1T + ap,
cuar € Rk=0,n,a9 # 0,a, # 0. Daca a,,_s,a,_1 §i a, sunt in progresie geometrica,
aratati ca polinomul P nu are toate radacinile reale.

Toan Tincu, Sibiu

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru: 3 ore.



CLASA XlII-a
BAREM DE CORECTARE

1. a) Fie G un grup finit cu n elemente gi o submultime H C G, H cu cel putin
[g} + 1 elemente. Sa se arate ca {abla,b € H} = G.

b) Sa se dea exemplu de un grup finit G cu n > 4 elemente i de o submultime a sa

H cu [g] elemente pentru care {abla,b € H} # G.

GM 6/2010
Solutie a) Fiec € Gsi A={cb™ b€ H} ..o ooioiiiiii 1p

CmMAhﬂmz[g+&mmM%ﬁn2MUHhﬂm+Mﬂ—MﬂHh>

> S ANH, oo 2p
Deci [AN H| > 1 o 1p
Fiea € AN H; atunci exista b€ Hcucb ' =a,decic=abcua,be H. ........ 1p
b) Grupul S,,,n > 3 si H = A, grupul altern al permutarilor pare din S,, ........ 1p
Avem |G| = n!, |A,| :%! si{abla,be Ay =A, #S, =G ... 1p
Lotal ... p



2. Dacd —oo <a<b<+oosi f:[a,b] — R este o functie continua astfel ca

/a F v /i F(#)dt <0,

B
atunci exista «, 5 € (a,b), a # 3, astfel ca / f(t)dt =0.
Emil C. Popa, Sibiu
T a+b
Solutie Fie §(z) = / ft)dt,x € a, 5 continua. .........ooeiiiiiii.... 3p
o :C a+b b
Avem 6(a) / A Ry L L 1p
a ath
2

b b
Din 0(a) - (9(a i ) < 0 rezulta ca exista a € (a, o ) cu B(a) =0,
a+’FTa
adica / FO)E = 0. 2p
. b—a . : :
Notand a + = (3, gasim egalitatea din enunt............. ... ... ... ... 1p
Total ... p



3. Fiea>0s4i f:[0,a] — [0,a] o functie integrabila pe [0, a] asa incét

(fofof)(z)=a—x, pentru orice z € [0,a]. Demonstrati ca:

/ Fa = —2aac’

pentru orice z € [0, a.
Liana Agnola, Sibiu

Solutie In relatia (fofof)(xr)=a—zaplicam f si obtinem:

(fofof)f(zx)=a—f(z),Ve €[0,a] ...cvneii 1p
sifo(fofof)ax)=fla—x),Vee[0,a],....ccvviiiiiiiiiiii, 1p
deunde f(a—x)=a— f(x),Vr €[0,a]. ... 1p

I(@)=at|"™ —I1(x) =a® —2ax — T(T) ... 1p
2
2
De aici I(z) = ¢ W v e [0,@] oo 1p
Total . p



4. Se considerd P(x) = apz™ + a1x™ ' + ... + ay_07?* + Ay 17 + ap,
cua, €R,k=0,n,a9#0,a, #0.

Daca a,,_», a,_1 si a, sunt in progresie geometrica, aratati ca polinomul P nu are toate
radacinile reale.

loan Tincu, Sibiu

Solutie Fie xy, xs, ..., x, radacinile lui P.
Deoarece a, # 0 rezultd o, # 0, Vk = 1,n.. ..o 1p
Se observa ca a, = P(0),a,-1 = P'(0),2a,—0 = P"(0)....ccoo i 1p
P'(z) & 1
Pent e e 1
entru x # x; avem P) ;m—xk’ p
P"(z)P(z) — [P'(x)]? " 1
() _(PQ)(;L‘)[ ()] :—Zm ......................................... 1p
k=1 k
P"(0)P(0) — [P'(0)]? !
Pentru z = 0 se obtine (0)P©) — [P(0)] = — R R T TR 1p
P2(0) L,
k=1
Cum a,_s, a,_1,a, sunt in progresie geometrica rezulta:
[P'(0)]2 = $P(0)P"(0) < P(0)P"(0) = 2[P"(0)]%. ..o 1p
P'(0)]° "1
Prin urmare, (0) = — —5-
P(0) L,
In concluzie, exista X € C. .. 1p



