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Clasa a XI-a

1. Fie p > 3 un numar natural. Sa se calculeze:

n

p—1 p—2
i Z k +k +...+k

n—o0 £ nP + kP2 4 kp=3 4 . +k
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2. Fie —oco < a <b< 4oosif:[a,b] — R continua cu f(a) = f(b) = 0. Sa se arate ca

b—
pentru orice k € (1,00) exista « € (a,b) astfel ca AP = Ta’ unde A(a,0) si P(a, f(a)).

Emil C. Popa, Sibiu

3. Fie A € M3(R) cu

1 2
3r r+35 x+3
A= -1 -1 :
1
-1 i —1

Notam cu [A] matricea care are ca elemente partile intregi ale elementelor matricei A. Sa
se determine valorile lui = pentru care det[A] = [det A], unde [det A] este partea intreaga a
numarului det A.

Liana Agnola, Sibiu

4. Fiea e R,a # 0, si A € M3(C) astfel incat
A2+ A+ al3 = O3
S se demonstreze ci A este inversabila i si se calculeze det(A~* + a—14A4).

Catalin Panda, Ramnicu Valcea
Dumitru Acu, Sibiu

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru: 3 ore.



CLASA XlI-a
BAREM DE CORECTARE

1. Fie p > 3 un numar natural. Sa se calculeze:
n
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Utilizand Stolz-Cesaro, gasim lim y, = lm z, = —. ... ... i, 1p
n—oo n—oo

1
Pe baza criteriului clestelui, deducem ca lim =, = —. ......... . it 1p

n—oo p

Observatie: Problema este valabila si pentru p = 2.

Lotal. .. P



2. Fie —oo < a < b < 400 si f: [a,b] — R continua cu f(a) = f(b) = 0. Sa se arate ca

b—
pentru orice k € (1,00) exista a € (a,b) astfel ca AP = Ta’ unde A(a,0) si P(a, f(@)).

Emil C. Popa, Sibiu

Solutie Fi _ 2 2 (b B a)2
olutie Fie p(x) = (x —a) + /*(r) - "
@1 [a,0] — ROCONTINMUA. ..ottt 2p
Avem:
b—a)?
go(a)——( kQ) 0 1p
b—a)? 1
©(b) = (b— a)? ( 12 S _ (1 ﬁ)(b —a)2 >0 .. 1p
Rezultd ca exista o € (a,0) cul () = 0 e vt 1p
2
C o —a
si deci (a — a)® + f%(a) = ( 12 USRS 1p
. b—a
adica AP = T 1p
Total. .. e P



3. Fie A € M3(R) cu

3z x+% :c+%
A= -1 -1 i
-1 3 -1

Notam cu [A] matricea care are ca elemente partile intregi ale elementelor matricei A.
Sa se determine valorile lui « pentru care det[A] = [det A], unde [det A] este partea intreaga a
numarului det A.

Liana Agnola, Sibiu

Bz] [z+3] [z+2]

Solutie det[A] = | —1 -1 0 |=Ba]—[z+3—-[z+35]...ccooii 1p
-1 0 —1
Din egalitatea lui Hermite = det[A] = [x]....... ..o i 1p
[detA]=[3z—%2—1-2 1 g 23, - [-3c_31 ... 1p
Rezolvadm cerinta: [z] = [-22 — 3| =k k€Z. ... 1p
{ r=k+{z}
R
= =1k + e+ {-F -3} = 6 =Tk +3{a} +4{-F - 3}
= —Tk—6€0,7)=-Tke[6,13) ke [-2 -H=k=—1......................... 2p
= [z] = [—?jf — %] = —1. Atunci:
{ x € [-1,0) @{ x € [-1,0) @{ z € [-1,0)
3z _ 3 1 z _ '3 2
S e[L,0)N (=2, =2 =1, 2] . 1p
ot Al .. P



4. Fiea e R,a #0, si A € M3(C) astfel incat
A2+ A+ al3 =03
Sa se demonstreze ca A este inversabild si sa se calculeze det(A~* + a—14A4).

Catalin Pana, Ramnicu Valcea
Dumitru Acu, Sibiu

Solutie 4. Avem A(A 4 I3) = —al3. oo 1p
1

sau A(—*(A + 13)) = I3.
a

De aici, rezulta A inversabila si A™' = —2(A+I3)............o 1p

Tot din conditia data avem:

A? = —A—aly

A= —(a—1)A +al3

AV = (20 = 1)A 4 (@ = 1)AI5 ottt 1p

Folosind aceste rezultate, gasim:

1 1
AT = (At )t = (AT 447+ 6A% +4A + I3) =

1

= (-(2a-1A+ (0% = 3a 4 1)I3) e 2p
1 2a% —4da + 1

Rezults A=% + —4A4 = %Ig .................................................. 1p
a a

- .1, 2a% — 4a + 1 2a% — da +1\°

si det(A™" + EA ) = det( i I3) = e B T TERTERTTEEE 1p

otal. .. p



