Concursul National PANAITOPOL
14 mai 2011, Tulcea

CLASA a XII-a

Problema 1. Fie numerele reale a i b cu a < b si fie k este numar natural nenul.
Consideram doua functii f,g : [a,b] — R astfel incat functia f sa fie continua pe
[a,b], functia g sa fie derivabild pe [a,b] si ¢'(x) # 0, pentru orice z € (a,b). S& se
arate ca exista ¢ € (a, b) astfel incat:

(9(a) +g () —2g(c) g (c)
k(g(c)—g(a)(g(c)—g(b))

fle) =

Problema 2. Pentru orice numar u € C notam Q[u] = { f(u) | f € Q[X]}.

a) Sa se arate cad multimea Q[u| este inel comutativ fata de adunarea si inmultirea
uzuala a numerelor complexe.

b) Sa se demonstreze ca inelul Q[u| este corp daca si numai daca exista un polinom
nenul f € Q[X] astfel incat f(u) = 0.

x
Problema 3. Sa se arate ca pentru orice x > 0 real avem / sine'dt > 0.
0
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Problema 4. Fie f = X% 4+ a4 X?* 4+ a3X? + a2 X? + a1 X + ao un polinom cu

coeficienti intregi. Sa se arate ca exista k € Z astfel incat 2011 nu divide f(z) — k,
oricare ar fi x € Z.



Problema 1. [Petre Gutescu]

Fie numerele reale a $i b cu a < b si fie k este numar natural nenul. Consideram
doua functii f, g : [a,b] — R astfel incdt functia f sd fie continud pe [a,b], functia g
sa fie derivabild pe [a,b] si ¢'(x) # 0, pentru orice x € (a,b). Sa se arate ca existd
c € (a,b) astfel incat:

(9(a) +g(b) —2g(c) g (c)
k(g(c)—g(a)(g(c)—g(b))

fle)=

x
Solutie. Deoarece f este continud rezultd ca functia F : [a,b] — R, F(z) = [ f(t)dt
a
este o primitiva a lui f.

z) — g(a)) e"F @) care

Consideram functia h : [a,b] — R, h(z) = (g(z) — g(a)) (g(x)
= h(b), aplicand teorema

este evident functie Rolle pe intervalul [a,b]. Cum h(a)
lui Rolle, existd ¢ € (a,b) astfel incat h'(c) = 0. Cum

W (x) = ¢'(x) (29(z) — g(a) — g(0)) ) + (9(z) — g(a)) (9() — g(b)) kf(2)e "),
cerinta este demonstrata.

Problema 2. [Toma Albu]

Pentru orice numar uw € C notam Qlu] = { f(u) | f € Q[X]}.

a) Sa se arate ca mulfimea Qlu| este inel comutativ fata de adunarea si inmultirea
uzuala a numerelor complexe.

b) Sa se demonstreze ca inelul Q[u] este corp daca si numai dacd exista un polinom
nenul f € Q[X] astfel incat f(u) = 0.

Solutie. a) Se verifica axiomele inelului.

b) Daca inelul Q[u] este corp, atunci exista g € Q[X] astfel ca ug(u) = 1. Atunci
f=Xg—1¢€Q[X] verifica f(u) =0, ceea ce demonstreza implicatia directa.

Reciproc, fie f € Q[X] minimal cu f(u) = 0. Evident f este ireductibil peste Q. Fie
a € Q[u] nenul; exista g € Q[X] nenul cu @ = g(u). Cum (f,g) =1 in Q[X], exista
P,Q € QX] cu fP+¢gQ = 1. Reultd g(u)Q(u) = 1 sau aQ(u) = 1, adica « este
element inversabil.

Problema 3. [Laurentiu Panaitopol]

X
Sa se arate ca pentru orice x > 0 real avem / sineldt > 0.
0

xX
Solutie. Fie f(z) = / sine’dt,z € [0,00). Functia f este derivabild, avand

0
derivata f'(x) = sine”, z > 0. Punctele critice sunt z,, = In n7; din studiul semnului
derivatei rezulta ca punctele de minim local sunt zs,,n € N*,

Vom arata ca f(xa,) < f(xan42), oricare ar fi n € N*.



Avem evaluarea
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In 27
In plus, f(z2) = / sineldt > 0, cu aceleasi argumente ca mai sus.
0
In concluzie, minimele sunt 0 = f(0) < f(z2) < --- < f(x2) < ---, deci f(x) >0,
oricare ar fi x > 0. Cum egalitatea are loc doar pentru x = 0, rezulta cerinta.
Problema 4. [Marian Andronache]

Fie f = X5+ a4 X* + a3 X3+ a2 X? + a1 X + ag un polinom cu coeficienti intregi. Sa
se arate ca exista k € Z astfel incdt 2011 nu divide f(x) — k, oricare ar fi x € Z.

Solutie. Fie f = X° + a4 X* + d3X> + @ X% + d1.X + do € Zoou1 [X] 51 g = f1? =
X2010 + b2009X2009 + -+ le —+ bo S ZQOll[X].

Daca functia polinomiala F' a lui f este bijectiva, atunci

2. gw= ) fPa= ) o &)

a€”Z2011 a€”Z2011 a€Z2011
Pe de alta parte
2009
> = Y a0+ b Y of =200 =1,
a€Z2011 a€Z2011 j=0  a€Zzo11

fals. In consecinta F nu este surjectiva, deci exista k Intreg astfel ca f (a) # k,
oricare ar fi a € Zog11, de unde rezulta cerinta.

NoTA. Numarul 2011 este prim.



