CONCURSUL NATIONAL ,,LAURENTIU PANAITOPOL”
14 mai 2011, Tulcea

Solutii — clasa a X-a

1. a) Ardtati ca functia f: R — R, f(x) = = + sinx este strict crescitoare.
b) Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul
r+sine =2Y+y+siny—1
y+siny =24+ z4sinz —1
z+sinz =24z +sinx —1
Adrian Tvan
Solutie. a) Daci a > b, atunci a+sina—b—sinb = a—b—&—QSin“T_bcos %‘b > 0,
deoarece |2sin %52 cos “E2| < [2sin %52 <ja—b| ... 3p
b) Din a), functia g : R — R, g(x) = f(x) + 2% — 1 este strict crescitoare...1 p
Observam acum ci, daca (z,y,z) este solutie a sistemului si, de exemplu, = > y
atunci f(z) = g(x) > g(y) = f(x), deci z > x, apoi, analog, y > z, deci x =y = 2.

Astfel, 2 —1=0,deunde 2=y =2=0...c00ririiiiiiiiiiannn.. 3p
2. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia x! 4+ 5 - y! = 2.
Solutie. Observam ca trebuie 2 > T, 2 > Y . .oooviiiiiii i 1p
Daci y > x, ecuatia se scrie 1 +5(x +1)(z+2)...y = (x + 1)(z +2)... 2, deci
x+1lgiyll,adicAxz =0,y =1,ap0l 2=3. 0ottt 2p
Daci x > y, ecuatia se scrie (y+1)(y+2)...2+5=(y+1)(y+2) ...z deci, ca
mai sus z = 5,y = 0, ceea ce nu conduce la nicio solutie ...................... 2p
Dacd x = y, ecuatia se scrie 6 = (x + 1)(z + 2) ... z; rezulta solutiile x = y = 1,
Z2=281 0 =Y =0, 2= 0 2p

3. Aratati cd, dacd a,b si Va+ v/b sunt numere rationale pozitive, atunci Va s
v/b sunt numere rationale.

Laurentiu Panaitopol

Solutie. Fie s = Wa + v/bsi p= Vav/b. Atunci s* = a + b+ 4p(s*> — 2p) + 6p?,

decip2—232p+c:0,cuc:%(s‘l—a—b)e(@ .............................. 2p
Rezultd ab = p* = 4s*p? — 4s%cp + ¢? si, combinand cu relatia precedenta,
(856 —ds2e)p+c? —ab—4stc=0...... 2p
Daci 2s* = ¢, atunci 3s* +a+b=0,decia=b=0€ Q................... 1p

Daci 2s* # ¢, atunci p € Q, iar 2a si 2v/b sunt egale cu s + v/d, unde d =
52 —4p € Q. Deducem (s +vd)* = s* 4+ 652d+d> +4v/d(s* + ds) € Q, deci Vd € Q,
de unde conClUZIA . ... ..o ot 2p

4. Fie a un numar intreg. Determinati toate functiile f : Z — Z care au
proprietatea:
f(f@)+y) =2+ fly+a),

oricare ar fi numerele intregi x,y.

Solutie. Avem f(f(z)) =« + f(a), ceea ce aratd cd f este surjectiva ...... 1p
Apoi, f(f(z)+1) =z + f(a+1), deci f(f(x)+1) — f(f(x)) = constant...2 p
Astfel, f(t+1)— f(t) =k, Vt€Z,deci f(t)=kt+c..coovviiiiiiiiiii.. 2 p

In sfarsit, k((kz +¢) +y) +¢ = = + k(y + a) + ¢,V2,y € Z este echivalent cu
C=a Sk = o 2p



