Concursul Interjudetean de Matematica ,,Teodor Topan”
editia a V-a, Simleu Silvaniei — 20 noiembrie 2010

Clasa a IX-a

1. Sa se demonstreze ca pentru orice numere reale x, y are loc inegalitatea:
20+ yH = xy(x+y)* .

2. Fie (u,),,, sirul de numere cu termenul general

n -
—, daca n este par

]2
u =
n—1

n

, dacd n este impar

si f(n)=u, +u,+...+u,, oricare ar fi numarul natural n >1.
Séd se arate ca f(n+m)— f(n—m)=nm, oricare ar fi numerele naturale n,m=>1.

3. Determinati numerele naturale n =1 cu proprietatea ca

2" +5" +11" se divide cu 9.

4. Fie m,n doud numere naturale prime intre ele si
g=(m—-n)’ si r=m’—mn+n’.
a) Demonstrati ca dacd p este un numdr prim care divide pe ¢ si r, atunci p divide pe

2 2
mn,pe m—n,pe m- sipe n .
b) Aflati cel mai mare divizor comun al numerelor ¢ si r.

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare problema este notata cu 7 puncte.

Timp de lucru: 3 ore
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Clasa a X-a

1. Fie k=22 un numdr natural $i n,,...,n, numere naturale nenule. S se arate cd nu exista

numere rationale x,,...,x, si y,,...,y, astfel Incat:

(x, + ylx/i)z”1 +..+(x +y, \/5)2’% =5+4/2.

2. Sa se rezolve In numere reale ecuatia:
2N =2x+1,
unde am notat cu [x], partea Intreagd a numarului real x.

3. Fie ABC un triunghi. Demonstrati ca daca pentru trei puncte distincte M, M,,M, de pe
segmentul Inchis [AB] are loc relatia:
CM}-AB>=AM}-BC*+BM}-AC? (i=1,2,3), atunci triunghiul ABC este dreptunghic
in C.

4. Sa se rezolve sistemul

S5x+y+2[2x]-[4y]=0 "
pe multimea numerelor reale pozitive. (Prin [a] am notat partea intreagd a numarului real
a.)

{x+3y+[2x]+2[4y]=18

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore
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Clasa a XI-a

cos2ax —sin2arx

. ,ae R. Sa se arate ca:
sin2ax  cos2arx

1. Se considera matricea A, 2(
a. Exista ke N astfel incat A * =1, daca si numai daci ae Q;
b. Fiind dat un numir ne N", atunci n = min{k e N’ /Aak = 12} daca si numai dacd a =— cu
n
be Z,(b,n)=1.
2. Fiesirul (x,),.,,cu x,=0si x, =/n"+x, ,, pentru n>1.

- ~ . . *
a) Sasearatecad n<x, < n\/z ,oricare ar fi ne N .

b) Si se calculeze lim22 .

n—oo n

¢) Sase calculeze lim(x, —n) .

3. Fie a>0st beR. Se considera sirul (x,),, cu proprietatile: x =b si
x, =x,, +In(e™" +a+1), oricare ar fi n>2.

g - . 2 ) )
a) Si se arate ca are loc relatia ¢ = e~ +(a+1)e™" , oricare arfi n>2.

exn+l

b) Sa se calculeze lim .
ne (e +1)(e™ +1)...(e™" +1)

a O
4. Se considerd multimea G a matricelor Ae M, (C) ,de forma A= (O bj, a,b #0. Sa se determine

submultimile H < G cu 7 elemente, care au proprietatea ca: B-Ce H oricarearfi B,Ce H .

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore
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Clasa a XII-a

1. Determinati functia derivabila f :IRR — R pentru care avem f(0)=0 si

x—Inx, daca xe (1:+c)

f,(%/;):{x3—3x2 +x, daci x € (-o0;1)

2. Fie (G,-) un grup cu un numdr impar de elemente si H c G,H # G un subgrup al sdu. Sa se arate ca:

a) ae H daca si numai daca a’e H;

b) Existd ae G\H, be G\ H astfel incat abe G\ H.

3. Fie r si s doud numere reale. Sa se determine numerele reale a si b astfel incat functia
f :R — R definita prin:

f(x)= (x> +ax+b)sgn(x’ +rx+s), oricare ar fi xe R,
admite primitive pe R si determinati o primitivd F a functiei f pe R.

4. Fie (G,-) un grup care contine un singur element de ordinul 2. Daca notam cu ae G
elementul respectiv, sd se arate cd a-g=g-a,oricare ar fi ge G.

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare problema este notata cu 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore



