Problema 1 Se considera grupul (G,) cu n elemente, unde n € N, n > 4.

Spunem cd subgrupul H al lui G are proprietatea P daca H # G si

Vz,y € G\H = zy € H.

(a) Sa se dea un exemplu de grup G care are trei subgrupuri distincte, H, K, L cu

proprietatea P, astfel incit G = H UK U L.

(b) Daca H,K,L sunt subgrupuri distincte cu proprietatea P ale lui G
G=HUKUL, sdsedetermine |[HNKNL|.

Dana H eubeme;

Solutie. (a) Grupul lui Klein si grupul cuaternionilor verifica ipotezele proble-

mei.
(b) Dacé H are proprietatea P si G\H = {z1,z2,...,2:}, atunci avem elementele
distincte %, z122,...,212: € H, deci |G\H| < |H|. Asadar |H| > § si cum

H # G, din teorema lui Lagrange rezulta ca n este par si [H| = 3.

Dacd H gi K au proprietatea P, atunci |H| = |K| = §. Deoarece H # K si au
acelagi numar de elemente, obtinem ca |H\K| = |K\H|. Cu acelasi rationament ca
gi mai inainte, cum Vz,y € H\K = zy € HNK, deducem ci |[H\K|< |HNK],
deci |[HNK| > %Ii = %. Dar HN K e un subgrup al lui H, HN K # H si din
teorema, lui Lagrange rezultd [H N K| < &, asadar |[HN K| =%, decin =4m, cu
m € N*.

Daca subgrupurile H, K, L au proprietatea P, atunci |[H| = |K| = [L| = 2m,
[HNK|=|HNL|=|KNL =m, deci
[HNKNL|=|G|-|H|-|K|-|L|+|HNK|+|HNL|+|KNLl=m. =
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