
Problema 1 Se considera grupul (G,·) cu n elemente, unde n E N, n > 4.

Spunem ca subgrupul H al lui G are proprietatea P daca H i= G si

Vx,y E G\H =? xy E H.

(a) Sa se dea un exemplu de grup G care are trei subgrupuri distincte, H, K, L cu

proprietatea P, astfel încât G = H U K U L.

(b) Daca H, K, L sunt subgrupuri distincte cu proprietatea P ale lui G s~

G = H u K U L, sa se determine IH n K n LI.

Solutie. (a) Grupul lui Klein §i grupul cuaternionilor verifica ipotezele proble-

meI.

(b) Daca H are proprietatea P §i G\H = {Xl, X2,' .. ,Xt}, atunci avem elementele

distincte xi, XIX2,·· ., XIXt E H, deci IG\HI ::; IHI· A§adar IHI ~ ~ §i cum

H i= G, din teorema lui Lagrange rezulta ca. n este par §i IHI = ~.
Daca H §i K au proprietatea P, atunci IHI = IKI =~. Deoarece H i= K §i au

acela§i numar de elemente, obtinem ca IH\KI = IK\HI. CU acela§i rationament ca

§i mai înainte, cum "Ix, y E H\K =? xy E H n K, deducem ca IH\KI ::; IH n KI,

deci IHnKI ~ I~I =~. Dar HnK e un subgrup al lui H, HnK i= H §i din

teorema lui Lagrange rezulta IH n KI ::;~, a§adar IH n KI =~, deci n = 4m, cu
m E N*.

Daca subgrupurile H, K, L au proprietatea P, atunci IHI = IKI = ILI = 2m,

IH n KI = IH n LI = IK n LI = m, deci

IH n K n LI = IGI - IHI - IKI - ILI + IH n KI + IH n LI + IK n LI = m .•
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