BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a XII-a

1. Fie F:R — R o primitiva neinjectivd a functiei f:R — R . Sa se arate ca pentru orice 1 >0, existd ¢,,c, € R,¢, #c, astfel Incat

f(e)+Af(c,)=0.
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Solutie. Din F neinjectiva rezultd ca existd a,b e R,a <b astfel incit F(a)=F(b). Fie c €(a,b) . Daca aplicim teorema lui Lagrange

pe intervalele [a,c] si [c,b] deducem ca existd ¢, €(a,c), ¢, €(c,b) cu F(c)-F(a)=(c—a) f(q) si F(b)-F(c)=(b—c)f(c,)-

Din aceste relatii rezultd ca (c—a) f(c,)+(b—c) f(c,)=0. (*) Vom determina ¢ astfel incit b—c=A(c—a) < c= );a Zb e(a,b).
+
Relatia (*) devine: (c—a)f(c1 ) + /l(c—a) f(cz) =0 f(c1 ) + /lf(cz) =0.
Barem:
Existd a,b € R,a <b astfel incat F(a)=F(b) 2p
Existd ¢, € (a,¢), ¢, €(c,b) cu F(c)-F(a)=(c—a)f(¢) si F(b)-F(c)=(b-c)f(c,) 2p
Obtine (c—a)f(c])+(b—c)f(cz):0 Ip
Determini ¢ = };a -;’b €(a,b) astfel incat b—c = A(c—a) Ip
+
Finalizare f(c,)+Af(c,)=0 Ip
2. Calculati J‘e“’” (0052 X +$8in xcos x + o8 X — 1) dx,xeR.
Gheorghe Marchitan
Solutie: Avem [ = Ie“"“ (cos2 X +5sinxcos x +cos x —l)dx = jec"” sin x cos xdx + Ie“’” (cos2 X+cosx— l)dx =1 +1,. Apoi,
I, = Ie“” sin x cos xdx = Icosx . (—e“’“ )’dx =—e“*" cosx— j(—sin x) ~(—e°°” ) dx =—e"" cosx+e“™* +C.
De asemenea,
I, = Ie”” (cos2 X +008 X — 1)dx = je“”” (cos x —sin’ x)dx = _[e“’“ cos xdx + _[sin X (e“’” )'dx =
= Ie”” cos xdx + e“ " sin x — jec“" cosxdx = e sinx+C .
Obtinem [ =™ (sin X—Ccosx+ 1) +C.
Barem:
Scrie I =1, +1, 2p
Obtine I, =—e™" cosx+e* +C 2p
Obtine [, =™ sinx+C 2p
Finalizare Ip
3. Se considera un dreptunghi format din 4x2011 patrate de latura 1 si douad tipuri de piese formate din cate 4 patrate
de latura 1: tipul 1 si tipul 2, ca In figura alaturatd. Sa se arate cd se poate acoperi dreptunghiul folosind piese de | |
ambele tipuri, dar nu poate fi acoperit cu piese doar de un singur tip. Tip 1 Tip2
Marius Marchitan

Solutie: Pentru a arata ca dreptunghiul poate fi acoperit cu piese de ambele tipuri observam ca putem
acoperi un patrat 4x4 si un dreptunghi 4x5 cu piese de ambele tipuri ca in figura alaturatd, iar H L

2011=4-4+5-399 . Deci dreptunghiul va fi acoperit cu 4 patrate 4x4 si 399 dreptunghiuri 4x5.
Vom arita in continuare ca dreptunghiul dat nu poate fi acoperit numai cu piese de tipul 1. Pentru
aceasta, sd observdm mai intai ca pentru orice acoperire cu piese formate din 4 patrate 1x1 sunt
necesare 2011 piese. O modalitate de a arata ca nu se poate face o acoperire cu piese numai de tipul 1
este sd coloram dreptunghiul dat cu alb si negru, ca o tabld de sah. Observam ca o piesa de primul tip acopera 3 patrate albe si unul negru,
sau 3 patrate negre si unul alb. Cum in dreptunghi, numarul patratelor albe este acelasi cu cel al patratelor negre, rezulta ca numarul
pieselor ce acopera 3 patrate albe si unul negru este acelasi cu numérul pieselor ce acopera trei patrate

4x4 4%

negre si unul alb. In concluzie, numarul pieselor ce ar trebui folosite pentru o astfel de acoperire trebuie si a a a
fie par. Cum 2011 impar, nu existd o astfel de acoperire pentru dreptunghiul dat. O alta solutie pentru a 5 b b
ardta acelasi lucru este de a colora dreptunghiul folosind elemente ale grupului Iui Klein, K = {e,a,b,c} , . - .
unde au loc egalititile: ab=bha=c,ac=ca=hb,bc=cb=a si x’ =e,Vxe K (cu e am notat elementul b b b

neutru). Vom face colorarea ca in figura alaturata si observam ca produsul elementelor acoperite de o piesa




de tipul 1 este a sau b. Atunci produsul tuturor elementelor din dreptunghi este, pe de o parte egal cu e (produsul pe fiecare coloana este
e), iar pe de altd parte este a” -b”, daca sunt x piese cu produsul a si y piese cu produsul b. Dar x+ y =2011, deci unul din numerele x si y

este par, iar celdlalt impar. In consecintd, a* -b” este sau a sau b, adica nu este e, ceea ce aratd imposibilitatea acoperirii cu piese de tip 1.

Vom demonstra in continuare ci nu poate fi ficutd o acoperire a dreptunghiului dat cu piese de tipul 2. In
cazul acesta, o colorare ca la sah nu conduce la rezultat. Vom apela la o colorare cu elemente ale grupului
lui Klein, ca 1n figura alaturata. Sa observam ca produsul tuturor elementelor din dreptunghiul dat este egal
cu e (fiind e pe fiecare coloand). Ca in cazul anterior, produsul elementelor ce sunt acoperite de o piesd de
tipul 2 este sau a sau b, deci nu se poate face o acoperire a dreptunghiului dat numai cu piese de tipul 2.
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Barem:

Gaseste o acoperire cu piese de ambele tipuri 3p
Aratd cd nu exista acoperire cu piese de tip 1 2p
Aratd cd nu existd acoperire cu piese de tip 2 2p

Orice alta rezolvare corectad va fi punctatd corespunzator.




