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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

CLASA a XII-a

1. Fie (G,-) un grupsi functia f:G =G, f(x)=x>.
a) (3p) Sa se demonstreze ca f este endomorfim al grupului G daca si numai daca (G, -) este

grup abelian.
b) (4p) Daca G este grup comutativ si are un numdr impar de elemente, sa se demonstreze ca
functia f este automorfim al grupului G.
Mihai Piticari §i Viadimir Cerbu, Campulung Moldovenesc

Solutie. a) Daca f este endomorfim al grupului G, atunci f (xy)=f(x) f(y), Vx,yeG.

Atunci (xy)2 =x’y*, Vx,ye G, adicd xyxy = xxyy, Vx,ye G . Simplificind la stdnga prin x si la dreapta
prin y obtinem yx=xy, Vx,ye G, deci (G, -) este grup abelian.

Dacd (G, -) este grup abelian, atunci Vx,ye G avem f (xy) =(xy)2 = xyxy = xxyy =x>y* = £ (x) £ () »
adica f este endomorfim al grupului G.
b) Fie (G, -) un grup comutativ cu 2n+1 elemente (ne N). Daca e este elemental neutru al grupului,

atunci x> =¢, VxeG.

Aritim ci f este injectiva. Daci a,be G si f(a)=f(b) = a* =b* = a*" =b™".

2n+1 =b2n+1 — a2n 'a:bZn 'b — a=b.

Prin urmare f este injectiva §i cum G este multime finita, rezultd cd f este bijectiva.
Cum (G, -) este grup abelian, conform a) rezulta ca f este endomorfim al grupului G.

Dar a

In concluzie, f este automorfism al grupului G.

Barem.

a) f este endomorfim al grupului G daca = (G, -) este grup abelian. 2p
(G, -) este grup abelian = f este endomorfim al grupului G 1p
b) ord (G)=2n+1 = x*"' =¢, VxeG 1p
f este injectiva 1p
f este bijectivd 1p
f este autoomorfim al grupului G Ip

2.  Pe multimea nevidd A se considera legea de compozitie "o" cu urmatoarele proprietati:
1) existd ee A astfel Incit eoa =a pentru orice a€ A;
ii) (aob)o(cod)=(acd)o(cob) oricare ar fi a,b,c,de A.

Sa se demonstreze cd legea "o" este comutativa, asociativa si admite element neutru.

Catalin Tigaeru, Suceava



Solutie. Observam ci eoe=e sifolosind i) avem (ece)o(eca)=eca=a.
Pe de altd parte, din ii) deducem (eoe)o(eca)=(eca)o(ece)=ave.

Avem eoca=aoe=a, Yae A, prin urmare legea "o" admite elementul neutru e.

Pentru orice a,be A avem: (eca)o(boe)=aob (pentru cd e este element neutru) si, din ii),
(eca)o(boe)=(eoe)o(boa)=boa.Rezulticd ach=boa.

Pentru asociativitate, folosind ii) i comutativitatea legii "o", putem scrie:

(aob)oc=(aob)o(coe)=(ace)o(cob)=ao(cob)=ac(boc).

Barem.

e este element neutru 3p
"o" este comutativa 2p
"o" este asociativa 2p

3. Fie f:R —R o functie strict monotond cu proprietatea cd functia f, = fo fo...of (unde
compunerea se face de n—1 ori, n 22, 1ar f, = f ) admite primitive.

Demonstrati cd f este functie continua.
Anca Andrei, Suceava
Solutie. Deoarece f este strict monotona rezultd ca f, este strict monotond. Cum f, admite primitive

rezultd cd f, are proprietatea lui Darboux, prin urmare f, este continud. Dacad n =1 demonstratia este

completa. Presupunem ca n=>2. Ardtam cd f,_, are proprietatea lui Darboux prin reducere la absurd.
Prin urmare existd a<b astfel incat fH([a,b]) nu este interval. Presupunem cd f este strict
crescatoare sideci f, | este strict crescatoare, de unde rezulta ca

1 Iy, e I:fn—l a),f,,(p) ] astfel incat f,_ (x)#y,, Vxe[a,b]

@ f,([a.b]) [f . (0)]
Din f,,(a)<y,<f,, (b ) = fn (a)< f(y,) < f,(b). Cum f, este continud, utilizind (2) va rezulta
cd existd x,€[a,b] astfel incat f,(x,)=f(y,). Deoarece f este functie injectiva , obfinem ca
£, (x,) =, ceea ce contrazice relatia (1). Prin urmare, f, , are proprietatea lui Darboux si cum este

strict monotond, rezultd ca f,_, este continud. Analog se demonstreaza si cazul cazul cand f este strict

descrescatoare.

Repetand procedeul de n—1 ori se deduce ca f este functie continud.
Barem.
f, este continua 3p
f,_, este continua 3p
Finalizare Ip

4.  Se considera functia f:[0, 1] —[0,+ ) continua si crescatoare.
Sase demonstreze ca:

1
a2 (e Lo

Mihai Piticari i Viadimir Cerbu, Campulung Moldovenesc




Solutie. Pentru orice xe [0, 1] avem 2012 < 291 4e unde rezultd
1 1
szmzf(xzon)deJxZOIIf(xZOIZ)dx )

0 0

1

1
Cu schimbarea de variabila 7 = x**'? | obtinem szm i (x2012 ) dx =LJ‘ f(r)dr (2
0 2012 0

2013 < x2012

Pentru orice xe [0, 1] avem x si cum f este crescatoare rezultd f (x2013 ) <f (x2012) .

Atunci x?°2 f (x2013 ) <x2f (x2012) , Vxe[0, 1]. Prin integrare obtinem

j‘x2012f (x2013 )dx < j‘x2012f (x2012 ) dx (3)
0

0

1 1
Cu schimbarea de variabila 7 = x2013, obtinem szou f (x2013 ) dx =L I f(r)dt 4)

0 2013
Din (1), (2), (3) si (4) rezulta ceea ce trebuia demonstrat.
Barem.
)] 2p
2 1p
3) 3p
“4) 1p
Nota:

Orice alta solutie corectd se va puncta corespunzator.




