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ENUNTURI

Clasa a V-a

1. Determinati numerele naturale x si y din egalitatea
2°012 _pu —10+(162°: 8%*: 4. x—22)(y+3) =270 4 2% 4 42242842

2. Se considera sirul de numere naturale 2, 5, 8, 11, 14,17, ..., n.
a) Calculati suma primelor o suta de numere din sir.
b) Determinati n, stiind ca in sirul mai sus sunt exact 100 de numere divizibile cu 10.

3. Aflati numarul natural abcde care, impartit la cde, di catul ab+1 sirestul ab+72.

4. a) Determinati numerele naturale x si y pentru care 1-2-3-...- X+ 57 = y°.

b) Daci numarul 2°°** are a cifre si numarul 5** are b cifre, determinati a + b.

Subiect elaborat de Alice Anita

Clasa a Vl-a

1. a) Determinati numerele prime a, b si ¢, stindcaa+b-c=6sib+c=78.
b) Aflati cel mai mic numdr natural de forma A=22-3°, unde a,b e N, cu proprietatea
ca numarul divizorilor lui A este cu 10 mai mic decat numarul divizorilor lui 9A.

n n+1

2. a) Determinati numerele naturale n pentru care fractia W este reductibila.
3"+
b) Aratati ca iz+i2+i2...+ L 5 <1.
3 5 7 2013° 4
3. Aflati masurile unghiurilor unui triunghi obtuzunghic ABC, exprimate in grade, stiind ca
m(<«xA) =4x+3y, m(«xB)=x+82, m(xC)=y-12 si x,yeN.

4. Triunghiul ABC are AB = AC < BC. Bisectoarea unghiului << ABC intersecteaza AC n E,
perpendiculara din C pe BE intersecteaza AB in P, iar PE intersecteaza BC in S.

a) Aratati ca PS = SB.

b) Aratati ca triunghiul APE are perimetrul egal cu lungimea laturii BC.

Subiect elaborat de loana Catalina Anton



Clasa a Vll-a
1 1

1
+ +.+
J1+42 V2443 Jn+4n+1
care S =2012.

b) Daca n € N, comparati numerele A si B, unde:

A=(V2 +1)V3 -2 |4 ++3)..(V2n +~2n—1)v2n+1-2n)
B=(v2-1)y3+2)va-+3)..[Van -v2n—1)van+1++/2n).

1. a) Fie suma S =

. Aflati numarul natural n pentru

2
2. Se considera multimile A={XEQ| x=D N2 L N nsSO} si
n“-n+2
B ={ye(@| y=p—_i, peN1<p £49}. Aratati ca A si B au acelasi cardinal.
p+

3. Fie AE inaltimea din A a triunghiului ABC, cu E€(BC) . Pe perpendicularele duse pe BC
n B si C consideram punctele N, respectiv M, de aceeasi parte a lui BC ca si A, astfel incat
NC n BM n AE = {F}. Demonstrati ca BN + MC > 4EF.
4. Trapezul isoscel ABCD are diagonalele perpendiculare. Paralela la baze dusd prin
punctul de intersectie a diagonalelor intersecteaza laturile neparalele BC si AD in punctele
P, respectiv R. Fie punctul Qe (BC) astfel incat BQ = CP. Demonstrati ca:
a) QR =AD; b) QR L AD.
Claudiu-Stefan Popa, Recreatii Matematice 1/2012

Subiect elaborat de Sergiu Prisacariu

Clasa a Vlll-a

1. Determinati numerele reale x €[-1,0] si y [1,2] pentru care

4X% +y® +16 < 4xy —16Xx+8y.
2. Se considerd paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’' avand ca bazd inferioara
patratul ABCD de centru O si latura AB = 4 cm. Stiind ca masura unghiului dintre dreptele
BC si D'O este de 60°, calculati distantele de la punctele A, respectiv A’, pana la dreapta
D'O.
3. Fie ABCD un dreptunghi. Pe planul acestuia, de aceeasi parte, ducem perpendicularele
AM, BN, CP si DQ astfel incat punctele M, N, P si Q sa fie coplanare. Demonstrati ca
patrulaterul MNPQ este dreptunghi daca si numai daca una dintre laturile sale este paralela
cu planul (ABC).
Gabriel Popa, Gazeta Matematica 1/2011

4. Stabiliti cAte submultimi {a, b} ale multimii {1, 2,3,...,100} au proprietatea ci a°+b® se
divide cu 12.

Dorel Luchian, Recreatii Matematice 1/2012

Subiect elaborat de Gabriel Popa



Clasa a I X-a

1. Daca x si y sunt numere reale, definim x=y={x+y}, unde {a} reprezinta partea
fractionara a numarului real a.
a) Demonstrati ca x*(y#*z)=(x*y)*z,VX,y,zeR.

b) Rezolvati ecuatia x * x*x=%, unde XE[O,l).

2. Se considera sirurile x, =(\/§+\/§)2n Y, = (ﬁ—ﬁ)zn ,neN".
a) Demonstrati cd X, =A +B.\/6,y. =A —B /6 ,unde A ,B eN".
b) Aratati ca y,, < %,‘v’n eN".
c) Determinati primele n zecimale ale lui x,,,ne N".

3. Fie triunghiul ABC cu laturile de lungimi a, b, ¢ si triunghiul A'B'C’ definit de
BA' =aBC, CB'=hCA, AC' =CcAB. Daci AABC si AA'B'C’ au acelasi centru de greutate,
aratati ca triunghiul ABC este echilateral.

4. Se considera patrulaterul convex ABCD; notam cu H, ortocentrul ABCD si cu H,

ortocentrul AACD. Stiind ca H,H,AB este paralelogram, demonstrati ca patrulaterul
ABCD este inscriptibil.

Subiect elaborat de Valentina Blendea
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SOLUTII

Clasa a V-a

1. Deoarece 22 _2%"M_10 = 2%M_10, 20422094 +22428420=2"""_1 i
16™:8%: 4 = 1, relatia din enunt revine la (x—4)(y+3)=9, de unde x=5y=6 sau
Xx=7,y=0.

2. @) Numarul de pe locul 100 este 2+99-3 =299, deci suma primilor 100 de termeni ai
sirului este (2 + 299) -100:2 =15050.
b) Numerele din sir divizibile cu 10 sunt 20, 50, 80, deci cele de forma 30k —10. Al

100-lea astfel de numar este 30-100—-10 =2990. Rezulta ca numarul n poate fi 2990, 2993,
2996, ...., 3017.

3.  Din teorema impartirii cu rest, avem ca abcde=%~(%+l)+%+72, cu
cde > ab+72 . Deducem ca %~(999—%) =72, de unde

abcde e {72998,36997, 24996,18995,12993} .

4. a) Dacd x>5, atunci 1.2-3-...-x=..0, iar 1.2-3-..-x+57=...7 # y?. Raméne ci
X e {1, 2,3, 4} si, cercetand fiecare caz in parte, observam ca singura situatie favorabila este
X=4,y=9.

b) Dacid 2°°** are a cifre, atunci 10*'<2?**<10? (evident, inegalititile sunt stricte!).
Apoi, dacd 5 are b cifre, rezultd ca 10°'<5%°?<10" (din nou, inegalititi stricte). Prin

inmultire, 10**?<10%?<10%*"*. Obtinem astfel cd a+b—-2<2012 si a+b>2012, prin
urmare a+b=2013.

Clasa a Vl-a

1. @) Prin adunarea celor doua egalitati se obtine ca a + 2b = 84, de unde deducem ca a este
numar par; dar a este prim, deci a = 2. Rezulta apoi cab =41, c = 37.

b) Ipoteza problemei arata ca (a+ 1)(b+1)=(a+1)(b +3)-10,deunde 2@+ 1) = =
10, deci a = 4. Cel mai mic numar A se obtine pentru a =4, b = 0 si este A = 16.

2. a) Pentru ca fractia sa fie reductibila, trebuie sa existe un numar natural d > 1 astfel incat
d[2"-3"+5 si d[2""-3"+4. Atunci d[3(2"*-3"+4)-2(2"-3" +5), adica d|2 si,



cumd > 1, obtinem ca d = 2. Pentru ca 2 sa divida numaratorul, acesta trebuie sa fie par,
prin urmare n = 0.

b) Observam ca iz<—,deunde iz+i2+...+ L 5 < 1 + 1 +...4+
k2 (k=D(k+1) ¥ 5 2013 24 4-6
Lot 11111 L_Lj_E(E_Ljﬁ_%A
2012-2014 2\2 4 4 6 7 2012 2014) 2\2 2014) 2014 4

3. Folosind teorema care da suma masurilor unghiurilor unui triunghi, obtinem ca 5x + 4y =
= 110. Atunci 5|y si este evident ca y > 12 (pentru ca masura unghiului <« C este numar
natural) si ca y<22 (deoarece 4y <110). Rezulta ca y e {15,20}; analizind cele doua
situatii si tindnd seama ca triunghiul dat este obtuzunghic, obtinem ca singura solutie este
y =15, x =10, cand m(<cA) =85°, m(«xB) =92°, m(«C)=3°.

4. a) Cum BE este bisectoare si inaltime in triunghiul BCP, deducem ca ABPC este isoscel,
deci BP = BC. Atunci ABPE =ABCE (LU.L.), de unde obtinem ci <BPS = <«BCA. Insa
<ABC = «BCA (deoarece triunghiul ABC este isoscel), prin urmare <«BPS =<«PBS.
Rezulta ca ABPS este isoscel, de unde concluzia.

b) Din ABPE = ABCE deducem ca PE = CE, deci
Pupe = AP+PE+AE=AP+CE+AE=AP+AC=AP+AB=BP=BC.

Clasa a Vll-a

1. a) Dupa rationalizari si reducerea termenilor asemenea, obtinem c¢a S =+/n+1-1. Cum
S =2012, deducem ca n = 2013*- 1.
b) Folosind formula (a + b)(a — b) = a®— b? rezultd cd A -B = 1. Pe de alti parte,

Bz Biva  Jmiiedm
V241 V443 T an++on-1

asadar B > 1. In aceste conditii, A < 1 si atunci A < B.

p1_2 — p2_2
p,+1 p,+1

p-2
+

B =

2. Observam ca < p1 = P2, prin urmare valori distincte ale lui p conduc la

valori distincte ale fractiilor

. Cum p poate lua 49 de valori, rezulta ca multimea B are

nZ+n+2 ny+n,+2
nf—n+2 n’-n,+2
(nn, —2)(n,—n,)=0. Rezulta ca numai n; = 1 si np = 2 conduc la o aceeasi valoare a
n*+n+2
n*—n+2

n+n+2

distincte de forma Py adica A are tot 49 de elemente si de aici urmeaza concluzia
n—-n+

49 de elemente. Daca presupunem ca obtinem, dupa calcule, ca

. Intrucat n poate lua 50 de valori, deducem ci vom avea 49 fractii

fractiei

problemei.



3. Folosind teorema fundamentald a asemanarii, din EF||[BN si EF||MC obtinem ca

BN —E, respectiv £=£. Astfel, ﬂJr MC _BC +£, de unde BN +MC =

FE CE FE BE FE FE CE BE

BE CEj

=FE.|2+—+——|.Insa E+922, Va,b >0, prin urmare BN + MC > 4EF .
CE BE b

a
4. a) Fie {O} = AC n BD si M mijlocul segmentului BC. Atunci OM este linie mijlocie n
APQR, deci OM :% RQ si OM||RQ. Pe de alta parte, OM este mediana a ipotenuzei in

ABOC dreptunghic, asadar OM =% BC. Deducem astfel ca RQ = BC = AD.

b) Daca {T} = MO n AD, atunci < MBO= < MOB= <« DOT. Insi <« OCB= <« TDO,
prin urmare m(«< OTD) = m(«BOC) = 90°. Rezultd ca MT L AD si, cum MT||RQ,
obtinem ca RQ L AD.

Clasa a Vlll-a

1. Relatia din enunt revine la (2X—y+4)230, de unde rezulti ci y=2x+4. Insa

y€[1,2] si 2x+4€[2,4], prin urmare y =2, x=—1.

2. Deoarece D'O este mediand in triunghiul isoscel D'AC, avem ca D'O L AC, prin
urmare d (A,D'O)= AO =2v/2cm.
Cum masura unghiului dintre dreptele BC si D'O este de 60°, rezultd cd masura

unghiului A'D'O este de 60°. Atunci triunghiul isoscel A'D’'O este chiar echilateral, iar
distanta de la punctul A’ la dreapta D'O este inaltimea acestui triunghi, cu lungimea de

2\/§ cm.

3. Din (BCP)||(ADQ),(BCP)ﬂ(MNP): NP si (ADQ)ﬂ(MNP): MQ, rezulta ca
NP || MQ . Analog se arata ca MN || PQ, prin urmare MNPQ este paralelogram.
Daca NP ||(ABC), atunci NP ||BC si, cum BC L(ABN), deducem ca NP L (ABN)

adica NP L MN si astfel MNPQ este dreptunghi.
Reciproc, daca MNPQ este dreptunghi si MN || AB, avem ca NP este perpendiculara
pe dreptele concurente MN (deoarece MNPQ este dreptunghi) si AB (fiindca

AB L (BCP)). Rezulta ca NP L (ABN) si, intrucat BC L (ABN ), obtinem ca NP || BC .

4. Dacd a=r(mod12) si a’=r'(mod12), intre resturile r si r’ existd urmdtoarea

corespondenta:

r 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
r 10 1 8 3 4 5 0 7 8 9 4 11




Fie r, si r, resturile modulo 12 ale numerelor a, respectiv b cu proprietatea ci a® +b®:12;
1 S1h prop

presupunand ca r, <r,, vom avea cd

(1.1,){(0.0),(0.6),(6.6).(111).(2.4).(2.10),(4.8) (810).(3.9). (5.7)}.

8-7

Cum A contine 8 multipli de 12, existdi —— = 28 de submultimi {a,b} corespunza-toare

situatiei (r,r,)=(0,0). Apoi, vom avea 8-8=64 submultimi {a,b} corespunza-toare

situatiei (r;,r,)=(0,6), 877 =28 submultimi cand (r,r,)=(6,6), 9-8=72 submultimi

daca (r,,r,)=(111) etc.
In total, obtinem 28+64+28+72+81+72+72+64+72+64=617 submultimi cu
proprietatea din enunt.

Clasa a IX-a
1. a) Dacd notdm y*z=t, atunci x*t={x+t}=x+t—[x+t]=x+{y+z}-[x+{y+z}]

:x+(y+z—[y+z])—[x+(y+z—[y+z])]:x+y+z—[x+ y+z]={x+y+z} (am folo-

sit faptul ca [y+z] este numdr intreg, deci iese in afara partii intregi). Analog se
procedeaza pentru membrul drept si astfel rezultd identitatea ceruta.

b) Avem cid X* x*x:{3x}:%. intrucat xe[0,1), rezultd ca [3x]€{0,1,2}. Atunci

135 115
3Xxes=,—,—¢,prinurmare xe<=,=,—
2'2'2 6'2'6
2. a) Se foloseste metoda inductiei matematlce

b) Ar fi suficient sa aratam ca (\/_ J2) < ) 10’ , fapt care se dovedeste cu usurinta.

c) Observam ca X,, = 2A,, —Y,,. Conform b), numarul y, are primele n zecimale 0,
de unde rezulta ca x,, are primele n zecimale 9.

3. Dacd AABC si AA'B'C' au acelasi centru de greutate, atunci AA'+BB'+CC'=0.
Deducem ca ﬁ+ﬁ+ﬁ+@+C—A+A—C’=6, de unde, folosind ipoteza, obtinem ca
aBC +bCA+cAB =0, adici (c—a)AB+(a-b)AC=0. Vectorii AB si AC fiind
necoliniari, rezulticd a=b=c.

4. Fie O, centrul cercului circumscris triunghiului BCD si O, centrul cercului circumscris

triunghiului ACD. Identitatea lui Sylvester arati ca OH,=OB+O0C+0OD si

O,H, =0,A+0,C+0,D. Scazind membru cu membru aceste relatii, obtinem ca
O,H,-0,B=0,H,-0,A+20,0, . Insi O,H, —~O,B =BH, = AH, =0O,H, —-O,A, deoarece
H,H,AB este paralelogram. Rezulti ca 0,0, =0, deci patrulaterul ABCD este inscriptibil.




