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SOLUŢII 
   
Problema 1.  

Soluţie.a) ( )'
2

1
0

1
f x f

x
= > ⇒

−
 strict crescătoare , deci injectivă . 

f  continuă pe intervalul ( )1,1−  rezultă că ( )1 ,1f −  este interval . 

Pentru ca ( )
1

lim
x

f x
→−

= −∞ şi ( )lim
x

f x
→∞

= +∞  rezultă că ( )1,1f − = � ,deci surjectivă. 

b) Considerăm funcţia ( ) ( )
1

ln , 1 ,1
1

x
g x arcctgx x

x

+
= − ∈ −

−
.Funcţia este derivabilă şi  

( )'
4

2
0

1
g x

x
= > ⇒

−
g  strict crescătoare. Pentru că g  este continuă pe intervalul ( )1,1−  şi 

( ) ( )
1 1

lim , lim
x x

g x g x
→− →

= −∞ = +∞  există ( )1,1a ∈ −  cu proprietatea ( ) 0g a = ,iar g strict crescătoare 

arată că soluţia este unică. 

c) Inversa funcţiei f este ( ) ( )1 1: 1 ,1 , .
x x

x x

e e
f f x

e e

−
− −

−

−
→ − =

+
�  

Se arată că are loc egalitatea ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 12 3 2 3f x f x f x f x f x f x
− − − − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = + ⋅ − ⋅  

Atunci ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 12 3 2 3f x f x f x dx f x dx f x dx f x dx
− − − − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = + ⋅ − =∫ ∫ ∫ ∫  

 =
( ) ( ) ( )

' ' '2 2 3 3

2 2 3 3

1 1
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x x x x x x

x x x x x x

e e e e e e
dx dx dx

e e e e e e

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅

+ + +
+ − =

+ + +
∫ ∫ ∫  

 = ( ) ( ) ( )2 2 3 31 1
ln ln ln

2 3
x x x x x x

e e e e e e C
− ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅+ + ⋅ + − + +  

 
 
Problema 2.  

Soluţie. a) Scriem ( )1 1n n
x y x x y

− −⋅ = ⋅ ⋅ . Pentru că f este funcţie surjectivă şi 1
x y G

− ⋅ ∈  rezultă că 

există a G∈  astfel încât ( ) 1
f a x y

−= ⋅  .Reluând , 

( )1 1n n
x y x x y

− −⋅ = ⋅ ⋅ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1n n n nn n
x a x a x a x a x a x a x a x a x x

− − −= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  

Pentru că feste automorfism ( )n n n
a x a x⋅ = ⋅  obţinem 

( )1 1 1 1n n n n
x y x a x x x x y x

− − − −⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ 1n
y x

−= ⋅  

 

b)  Fie funcţia :f G G→  , ( ) n
f x x=  .Conform ipotezei este endomorfism . Să arătăm că f este funcţie 

injectivă . Dacă ( ) ( ) n n
f x f y x y= ⇒ =  . Pentru că m şi n sunt prime între ele rezultă că există 



,u v ∈Z  astfel încât 1m u n v⋅ + ⋅ =  . Urmează că 

( ) ( ) ( ) ( )1u v v u
m u n v m n n n v m u m

x x x x e y y y y y y
−

⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅= = ⋅ = ⋅ = = = ⋅ =  .  

Cum G  este mulţime finită şi f este injectivă rezultă ca f este surjectivă .Pentru că f este automorfism , 

conform punctului a) are loc relaţia 1 1n n
x y y x

− −⋅ = ⋅  . Vom folosi rezultatul pentru a arăta că funcţia  

:g G G→  , ( ) 1n
g x x

−=  este automorfism .  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1n n n n n n ng x y x y x y x y x y y x x y y x x y x
− − − − − − − −⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  . Dar 

1 1 1 1n ny x x y− − − −⋅ = ⋅  şi obţinem ( ) 1 1n n
g x y x y

− −⋅ = ⋅  , deci  g este endomorfism . 

Analog , pentru că m şi n-1 sunt prime între ele ,se arată că g este injectivă şi pentru că G este finită  
rezultă că g este surjectivă.Pentru că g este automorfism , conform punctului a) rezultă că 

2 2n nx y y x− −⋅ = ⋅  , ,x y G∀ ∈ .În sfârşit , să arătam ca G este abelian .  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21 2 1 1 1 1 1 1n n nn n n n n

x y x y x x y x y x y x x y x
− − −− − − − − − − − −⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅  

 

 

 

Problema 3  

         

Soluţie. Pentru 0x =  obţinem ( )0 0f =  . 

Dacă  x   trece în 
2

x
 relaţia funcţională devine 

( ) ( ) ( )f x f x arctgx f x arctgx x= + + − ∀ ∈�  

Pentru că 1
�

 este o soluţie a ecuaţiei definim ( )
( )

( )'

, 0
: ,

0 , 0

f x
x

xg g x

f x


≠

→ = 
 =

� �  

Din definiţie rezultă că g este funcţie continuă în 0 .  
Pentru 0x ≠  funcţia g verifică relaţia : 

( ) 2 2 2 2
2 2 2 2

x x x x
arctg arctg

x x x x
g x g arctg g arctg

x x

+ −
   

= ⋅ + + ⋅ −   
   

 

Notăm ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2, , ,
2 2 2 2

x x x x
arctg arctg

x x x x
x x u x arctg v x arctg

x x
α β

+ −
= = = + = −  şi determinăm  

funcţia g din ecuaţia ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )g x x g v x x g u xα β= ⋅ + ⋅ . 

Pentru că 
2 2

x x
arctg ≤  rezultă că ( ) ( )0 , 0x xα β> > , iar ( ) ( ) 1x xα β+ = . 

Aceste relaţii arată că funţia g este o medie între ( )( ) ( )( )g v x si g u x  , aşadar se află între ele . 

Definim şirurile ( ) 0n n
x

≥
 şi ( ) 0n n

y
≥

prin condiţiile: 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

0 1

0 1

,
,

,

,
,

,

n n n

n

n n n

n n n

n

n n n

u x daca g u x g x
x x x

v x daca g v x g x

u y daca g u y g y
y x y

v y daca g v y g y

+

+

 ≥
= = 

>

 <
= = 

≤

 



Funcţiile u şi v sunt strict crescătoare .Prin inducţie se arată ca sirurile ( ) ( )0 0
,n nn n

x y
≥ ≥

 sunt monotone 

şi mărginite , ambele convergente la 0 . 
Din definiţia şirurilor rezultă că ( ) ( )1 ,n ng x g x n+ ≥ ∀ ∈�  şi ( ) ( )1 ,n ng y g y n+ ≤ ∀ ∈� . 

Din şirul de inegalităţi  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 1 1n n n ng y g y g y g x g x g x g x g x− −≤ ≤ ≤ = = ≤ ≤ ≤ ≤… …  , prin trecere la limita cu 

n → ∞  obţinem ( ) ( )0g x g=  . Urmează că ( ) ( )' 0 ,f x x f a x a= ⋅ = ⋅ ∈�  

 
 
 
 


