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Clasa a XII-a

SOLUTII
Problema 1.

Solutie.a) f (x)=

5 > 0= f strict crescatoare , deci injectiva .
I-x
f continua pe intervalul (—1,1) rezultd cd f(—1,1) este interval .

Pentruca lim f(x)=—co §i lim f(x)=+oo rezultica f(—1,1)=R deci surjectiva.
x——1 X—>o0

b) Considerdm functia g (x)=In, /r—x —arcctgx , xe (—1,1) .Functia este derivabild si
—x

g (x)=

lim g(x)=—c,lim g (x)=+c existd ae (—1,1) cu proprietatea g(a)=0,iar g strict crescatoare
x——1 x—1

7> 0= g strict crescitoare. Pentru cd g este continud pe intervalul (—1,1) si
1-x

arata ca solutia este unica.
et —e
¢) Inversa functiei f este f:R—(=1,1) , f'(x)=

e +e
Se arata ci are loc egalitatea £~ (x)- 7' (2-x)- £ (3-x) = f T (X)+ (2 %)= £ (3 x)
Atunci Jf_l (x)-f7(2-x) f7(3-x)dx= jf_l dx+ff_1(2-x)dx—J.f_l(3x)dx=

(3x+€3x)

€3‘x + e—}x

J.(e +e x)d 1 J'( Zx) x_%J'

e+e

=ln(ex +e_x)+%‘ln(e - +e_2'x)—§ln(e3'x +e_3'x)+C

dx =

Problema 2.

Solutie. a) Scriem X" y=x" -(x_l : y) . Pentru ca f este functie surjectiva si x L ye G rezulta ca

existd ae G astfel incat f(a)=x""-y Reluand,

n—1

x -y:x”‘(x_l‘y)zx”-anz(x-a)nzx-(a-x) -1

-azx-(a-x)n-(a-x)_l-azx-(a-x)n-x

~ . n .
Pentru ca feste automorfism (a-x)" =a”-x" obtinem

n—1 n-l

-yz)c-a"-x"-)c_lz)c-()c_l-y)-x"_1 =y-x

b) Fie functia f:G —> G , f(x)=x" .Conform ipotezei este endomorfism . S aratdm ci f este functie

injectiva . Dacd f(x)=f(y)= x" =y" . Pentru ca m si n sunt prime intre ele rezultd ca exista



u,ve Z astfel incat m-u+n-v=1 . Urmeaza ca

_ mu+nv _ [ m\* n\ _ n\ _ av _ l-mu _ m\ % _
X=X =) o\ ) =mely ) =y =y =Yy =Y.
Cum G este multime finita si f este injectiva rezulta ca f este surjectiva .Pentru ca f este automorfism ,

conform punctului a) are loc relatia X" y=y- X" Vom folosi rezultatul pentru a arata cd functia

g:G—>G , g(x)=x"" este automorfism .
-1 -1 -
nLoynl deci g este endomorfism

1

axl=x" oty bt =Xy Dar

y"x Tt =x7h " i obtinem g (x-y) =x
Analog , pentru cd m si n-1 sunt prime Intre ele ,se aratd ca g este injectiva si pentru cd G este finita
rezultd cd g este surjectiva.Pentru cd g este automorfism , conform punctului a) rezulta ca

X2 y=y- X2 Va, ye G .In sfarsit , sd ardtam ca G este abelian .

xy= xn—l—(n—l) y= xn—l '(x—l )n—2 y= xn—l y ‘(x—l)n_2 =y ‘xn—l '(x—l )n—Z =yx

Problema 3

Solutie. Pentru x=0 obtinem f(0)=0 .
X . : U
Daca x trecein B relatia functionala devine

f(x)=f(x+arctgx)+ f (x—arctgx) VxeR

/() x#0
Pentru ci Iy este o solutie a ecuatiei definim g: R - R, g(x)=1 x
f£(0) , x=0
Din definitie rezultd ca g este functie continud in 0 .
Pentru x # 0 functia g verifica relatia :
x x x x
E+Clrctg5 x X E—arcl’ga X x
== 2.0l Zqarcig= |+E2—= . g| Z—arctg=
g(x) . g(z arcgzj » g(z arcgzj
x x x x
“+arctg = S—arctg”= . . . .
Notama(x)=2——2 f(x)=2—2 u(x)= Srarcig =, v(x)= S aregs si determindm
x
functia g din ecuatia g (x)=a/(x)-g(v(x))+B(x) g (u(x)).
Pentru ca arctg% <|A rezultdcd a(x)>0, B(x)>0,iara(x)+ B(x)=1 .

Aceste relatii aratd ca funtia g este o medie intre g (v(x))si g (u(x)) , asadar se afld ntre ele .
Definim sirurile (x,) _, si(y,) ., prin conditiile:
u(x,) . dacag(u(x,))=g(x,)

X=X, X, =
° " v(x,) dacag(v(xn) >g(x,)



Functiile u si v sunt strict crescdtoare .Prin inductie se arata ca sirurile(x,, ) 50 (¥, )n>0 sunt monotone

si marginite , ambele convergente la 0 .
Din definitia sirurilor rezultd ¢d g(x,,,)=g(x,),Vne N sig(y,.1)<g(y,),VneN.

Din sirul de inegalitati

g(3,)<g(yp)S - <g(yy)=g(x)=g(x)<g(x)<...<g(x,;)< g(x,) . prin trecere la limita cu
n — oo obtinem g(x)=g(0) . Urmeazica f(x)=x-f (0)=a-x,aeR



