
 
 
 

 BAREM  CLASA a XII-a 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Problema 2. 
Fie p şi q două numere prime diferite şi ( ),G ⋅  un grup necomutativ cu pq  elemente  

a) Arătaţi că ( ) { }Z G e= , unde e este elementul neutru din G. 

( ( ) { }/ ,Z G x G xy yx y G= ∈ = ∀ ∈  se numeşte centrul grupului G centrul grupului G) 

b) Să se demonstreze că G conţine două elemente de acelasi ordin care nu comută. 
 
Soluţie Punctaj 

a) G nu conţine elemente de ordin pq  (în caz contrar ar fi grup ciclic, deci comutativ) (1) 1 punct 

Dacă ( ) ,a Z G a e∃ ∈ ≠ , atunci ord(a) = p sau ord(a) = q. Să presupunem ord(a) = p 

Conform teoremei lui Cauchy, b G∃ ∈  cu ord(b) = q.  
1 punct 

Cum ab ba= rezultă că ord(ab) = pq, absurd! 1 punct 
b) Presupunem că orice două elemente de acelaşi ordin comută.  

Atunci { }/ p
pH x G x e= ∈ =  şi { }/ q

qH x G x e= ∈ =  sunt subgrupuri în G. 
2 puncte 

Cum ord( )pH  divide ord( )G , rezultă că pH  are p elemente, deci în G sunt 1p −  

elemente de ordin p. Analog se arată că în G sunt 1q −  elemente de ordin q. 
1 punct 

Cum p qH H G=∪ , obţinem 1 1 1p q pq− + − + = , de unde ( ) ( )1 1 0p q− − = , absurd! 1 punct 
 
 



Problema 3. 
Spunem că o funcţie :f →ℝ ℝ  are proprietetea (P) dacă  f  este integrabilă pe orice interval[ ],a b  şi 

( ) ( )
0

1, \
x

f t dt f x x= − ∀ ∈∫ ℝ ℚ . 

a) Determinaţi funcţiile ce au proprietatea (P) şi sunt continue. 
b) Determinaţi funcţiile cu proprietatea (P) şi care admit primitive. 
 
Soluţie Punctaj 

a) Fie ( ) ( )
0

: ,
x

F F x f t dt→ = ∫ℝ ℝ . Deoarece  f  este continuă, rezultă că F este o 

primitivă a lui f  cu ( )0 0F = . 
1 punct 

Pentru a ∈ℚ  considerăm un şir de numere iraţionale ( ) 1n n
a ≥  cu na a→ . 

Trecând la limită în relaţia ( ) ( ) *1,n nF x f x n= − ∀ ∈ℕ  obţinem ( ) ( ) 1F a f a= − . 

Prin urmare ( ) ( ) 1,F x f x x= − ∀ ∈ℝ  

1 punct 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

1 | , ,

, 1 , ,

x x x

x x x x

f x F x e x F x e e x

F x e e k x F x ke x f x ke x

− − −

− −

′− = ⋅ ∀ ∈ ⇒ ⋅ = ∀ ∈

⇒ ⋅ = − + ∀ ∈ ⇒ = − + ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈

ℝ ℝ

ℝ ℝ ℝ

 

Din ( )0 1f =  obţinem 1k = , deci ( ) ,xf x e x= ∀ ∈ℝ . 

2 puncte 

b)  Fie ( ) ( )
0

: ,
x

F F x f t dt→ = ∫ℝ ℝ . Deoarece  f  este integrabilă pe orice interval [ ],a b , 

rezultă că F este continuă pe ℝ . 
Considerăm ( ) ( ) ( ): , 1g g x F x f x→ = − +ℝ ℝ . Evident ( ) 0, \g x x= ∀ ∈ℝ ℚ . 

g admite primitive ⇒  g are proprietatea lui Darboux 

1 punct 

Deoarece ℚ  este mulţime numărabilă, avem 

( ) ( ) ( ) { }1 2\ 0, , , ... , , ...ng g g α α α= =ℝ ℝ ℚ ∪ ℚ  şi cum g are proprietatea lui Darboux, 

rezultă că ( ) 0,g x x= ∀ ∈ℝ . Avem ( ) ( ) ( )1, ,xF x f x x f x e x= − ∀ ∈ ⇒ = ∀ ∈ℝ ℝ  
2 puncte 

 
Problema 4. 
a)  Să se demonstreze că ecuaţia ( )arcctg arcctgx x=  are o singură soluţie reală. 

b)  Să se determine funcţiile :f →ℝ ℝ  ce admit primitive şi verifică relaţia 

( ) ( ) ( )2arcctg 1 ,f x x f x x= + ∀ ∈ℝ . 

Soluţie Punctaj 
a)  Considerăm funcţia ( ) ( ): , arcctg arcctgg g x x x→ = −ℝ ℝ ; g este derivabilă şi 

( ) ( ) ( )2 2

1
1 0,

1 1 arcctg
g x x

x x
′ = − < ∀ ∈ ⇒

+ +
ℝ  g este strict descrescătoare. 

Cum ( )lim
x

g x
→−∞

= ∞  şi ( )lim
x

g x
→∞

= −∞ ⇒  ecuaţia ( ) 0g x =  are o singură solutie reală. 

2 puncte 

b)  Avem 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

arcctg
, 1 arcctg ,

1

f x
f x x F x F x k x

x
= ∀ ∈ ⇒ + = ∀ ∈

+
ℝ ℝ , unde F este 

o primitivă a lui  f. 
2 puncte 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )arcctg arcctg arcctg arcctg arcctg , .F x F x k F x F x x+ = ⇒ = ∀ ∈ℝ  

Notăm ( ) ( )( )arcctg arcctgh x x=  şi ...nh h h h= � � �  (de n ori). 

Inductiv se obşine ( )( ) ( ) ( ), 2nF h x F x x= ∀ ∈ℝ  

1 punct 

Fie x∈ℝ  fixat. Cum g este strict crescătoare şi mărginită, rezultă că şirul ( )( ) 1n n
h x

≥
 

este convergent iar limita sa este unica soluţie a ecuaţiei ( )h x x= . 
1 punct 

Notăm această soluţie cu 0x . Trecând la limită în ( )2  obţinem ( ) ( )0F x F x= . 

Cum x a fost ales arbitrar, deducem că F este funcţie constantă, deci ( ) 0,f x x= ∀ ∈ℝ . 
1 punct 

 


