BAREM CLASA aXll-a

Problema 1 Se consideran € N, n > 2 si multimea M,, = {.L c Zn,

(a) Sd se determine My si My.

(b) Daca multimea M, are un numar impar de elemente, sa se determine n.

Dana Heuberger

Solutie. (a) Mz = {.r e Za|z? = T} = {ij} iar My = (.
(b) Evident, 0 ¢ M,,. Observam ci daci = € M,,, atunci si 3 —x € M,,.
Intr-adevar, (3 — .1') (§ — — ’?:) —x (,1‘ = 3) =1.

Daca M,, are un numar impar de elemente, atunci exista zn € M,,, astfel incat

2o = 3 — xp. Deducem ci 2z = 3.
Din ;r% = §.rg -+ 1 rezulta 5:1?'0 — E’;;L‘D + T s ro (T_j;l‘g) — 3 (fi.z,‘g) gy

Deducem 379 = 11 < 20 + 220 = 11 & 20 = 8 Din 220 = 3 rezulta 16 = 3

deci 13 =0, adici n = 13.

Pentru n = 13, 2 = §:.=:—|—1? = 22 -3 -1=0 = .r2+iha?+f2 — 0 <
5=218

1‘2+1h;r+2A5=ﬁ = (.r—l—g) —0 & @ = —5—
M.

-

Asadar M,, = {Q} deci, n = 13 este singura solutic. m

Problema 2.
Fiepsi g dowa numere prime diferitgi (G, [J un grup necomutativ cpgq elemente

a) Aratati ca Z(G)={¢} , undee este elementul neutru di
( Z(G)={xOG/xy=yx, OyOG} se numgte centrul grupuluG centrul grupuluiG)
b) S se demonstrezen & contine dou elemente de acelasi ordin care nu camut

este singurul element al lui

2 =§;1.'—|—’1h}.

Solutie Punctaj
a) G nu conine elemente de ordipq (in caz contrar ar fi grup ciclic, deci comutatf¥) | 1 punct
Daci (a0Z(G), a#e, atunci ordg) = p sau ord§) = q. Sa presupunem ordf = p 1 punct
Conform teoremei lui CauchybOG cu ordp) =q.
Cum ab =barezult ci ord(@b) = pg, absurd! 1 punct
b) Presupunemacorice dod elemente de aceleordin comui.

. . . 2 puncte
Atunci H,, ={xDG/x'° =e} si Hg ={xDG/xq =e} sunt subgrupuri 1(s.
Cum orqH, ) divide ord(G), rezulti ci H, arep elemente, deci in G sumt-1 1 punct
elemente de ordip. Analog se aratca in G suntg-1 elemente de ordig.
CumH,UH, =G, oltinem p-1+q-1+1=pq, de undgp-1)(q-1) = 0, absurd! 1 punct




Problema 3.

Spunem & o funaie f:R — R are proprietetea (P) dad este integrahilpe orice intervdk, b] si

[ f(t)dt=1(x)-1, DXOR\Q.

a) Determina functiile ce au proprietatea (Rj)sunt continue.
b) Determina functiile cu proprietatea (R) care admit primitive.

Solutie

Punctaj

a) FieF:R - R, F(X) =j(;(f (t)dt. Deoarecef este contindi rezult ca F este o
primitiva a luif cu F(0)=0.

PentruadQ consideim unsir de numere irgonale (a,) ., cua, - a.

n>1

Trecand la limi in relgia F (x,) = f (x,) -1, OnON" obtinem F (a) = f (a) -1.
Prin urmareF (x) = f (x) -1, OxOR

f(x)-F(x)=1 [, Ox0R = (F () &) =e™ ,OxOR

= F(x)[&™* =-e* +k, OXOR = F (x) =-1+ke*, OXOR = f (x) =ke*, OxOR

Din f (0)=1 ohtinem k =1, deci f (x) =e*, OxOR..

b) FieF:R - R, F(x) :L;( f (t)dt. Deoarecef este integrailpe orice intervala, b],

rezult ca F este continipe R .

Considefim g:R - R, g(x)=F(x) - f (x) +1. Evidentg(x) =0, OxOR\Q.
g admite primitive= g are proprietatea lui Darboux

DeoareceQ este muime nunirabila, avem

g(R)=g(R\Q)Ug(Q)={0.a1.0a,, ... @, , .} sicumg are proprietatea lui Darboux,
rezulti ca g(x)=0, OxOR. Avem F(x)=f (x)-1, OxOR = f(x)=¢€*,OxOR

Problema 4.
a) Sise demonstrezé ecuaia arcctg( arcctgx) = x are o singur soluie reak.

b) S se determine funide f:R - R ce admit primitivesi verifica relgia
f (arcctgx):( I x2) f(x) OxOR.
Solutie

1 punct

1 punct

2 puncte

1 punct

2 puncte

Punctaj

a) Considemm fungia g:R - R, g(x) =arcctq arcctex) - x; g este derivabil si

g'(x)= 1 -1<0, OxOR = g este strict descresoare.

(1+ x2) (1+ arcct&x)

Cum lim g(x)=w si lim g(x)=-« = ecuaia g(x)=0 are o singuf solutie real.
X — 00

X — —00
f (arcctgx)

b) Avem >

. =f (x), OXOR = (1) F(arcctgx)+F(x)=k ,0xOR, undeF este
+ X

0 primitiva a lui f.

F (arcctg( arcctgx)) + F ( arcctg) =k = F( arcofg arceg) = F (x) OxOR
Notim h(x) = (arccty( arcctgx)) si h, =hoho..oh (den ori).

Inductiv se okine F (h, (x))=F(x), OxOR (2)

Fie xOR fixat. Cumg este strict cregitoaresi marginita, rezulti ci sirul (h, (x))nzl
este convergent iar limita sa este unicats®la ecutiei h(x)=x.

Notam aceast soluie cu xy. Trecand la limit in (2) obtinem F (x) =F (x,).

Cum x a fost ales arbitrar, deduce#irFceste funge constari, deci f (x)=0, OxOR.

2 puncte

2 puncte

1 punct

1 punct

1 punct



