

Bacău, 19 noiembrie 2011

Clasa a IX-a - Matematică

Problema I (10 puncte)
Se consideră triunghiul ABC înscris în cercul de centru O. Ştiind că 
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arătaţi că triunghiul ABC  este echilateral.
Soluţie.
Fie punctele 
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 astfel încât 
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, respectiv 
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. (3p)  

Din ipoteză, rezultă că 
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Patrulaterele 
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Atunci 
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de unde 
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Obţinem 
[image: image17.wmf]·

·

·

()()()120

mAOBmBOCmCOA

ºº=°

, de unde rezultă că triunghiul ABC este echilateral. (1p)
Problema a II-a (10 puncte)
Fie 
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, astfel încât 
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Soluţie.
Avem 
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Dacă toate diferenţele de mai sus au acelaşi semn, mulţimile A şi B sunt 
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Dacă există 
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atunci, notând 
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Din 
[image: image36.wmf]12

...

n

aaa

<<<

 şi 
[image: image37.wmf]12

...

n

bbb

>>>

, din (
[image: image38.wmf]*

) rezultă că, în membrul drept al egalităţii de mai sus, orice termen din prima paranteză este mai mare decât orice termen din a doua paranteză.  (2p)
Ca urmare, 
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Clasa a X-a

Problema I (10 puncte)
Fie 
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Arătaţi că 
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Soluţie.

Demonstrăm întâi că, dacă 
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Într-adevăr, fie 
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Rezultă că 
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. Atunci 
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Analog, 
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 şi de aici deducem că 
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Problema a II-a (10 puncte)
a) Arătaţi că mulţimea 
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b) Arătaţi că există o infinitate de numere naturale n pentru care 
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Soluţie.

a) Observăm că 
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Se arată prin inducţie că 
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Cum 
[image: image69.wmf](

)

(

)

2121

1212

nm

++

-¹-

, pentru orice 
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b) Conform punctului  anterior, există o infinitate de perechi 
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Pentru numărul natural 
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Clasa a XI-a

Problema I (10 puncte)
Fie 
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Arătaţi că 
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Soluţie.

Fie 
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Atunci 
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Ca urmare, numărul inversiunilor permutării 
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Rezultă că 
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Problema a II-a (10 puncte)
Fie 
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Soluţie.

Dacă  
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Cu criteriul cleştelui, rezultă că 
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Dacă 
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Clasa a XII-a

I Problema I (10 puncte)
a) Fie 
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b) Fie 
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Soluţie.

a) Este suficient să demonstrăm că 
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Presupunem, prin absurd, că există 
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Prin urmare, putem defini funcţia 
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Din injectivitatea funcţiei f rezultă 
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b) Deoarece 
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Problema a II-a (10 puncte)

Fie 
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a) Arătaţi că, pentru orice 
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b) Calculaţi 
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Soluţie.

a) Funcţia F este strict crescătoare, deci ecuaţia 
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Întrucât F are proprietatea lui Darboux şi 
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b) Conform teoremei lui Weierstrass, funcţia f este mărginită şi îşi atinge marginile; notăm 
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Aplicând teorema lui Lagrange, există 
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Deoarece 
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Ca urmare, 
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Atunci 
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Din continuitatea funcţiei f rezultă 
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