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CONCURSUL INTERJUDEȚEAN
 “OCTAV ONICESCU”

EDITIA a XV-a, 10 DECEMBRIE 2011

ENUNTURI
1. O tablă de șah are 28 de părtațele de frontieră ( celelalte 36 fiind interioare). 

a. Câte pătrățele de frontieră poate ataca un nebun alb?

b. Să se arate că 8 nebuni  pot ataca toată tabla dar 7 nu pot.
2. Patrulaterul ABCD este înscris în cercul C(O; 1). Pentru orice M(C(O; 1) notăm MA2+ MB2+ MC2+ MD2  cu S(M). 

a. Dacă M și N sunt diametral opuse arătați că S(M)+S(N) este număr natural.

b. Dacă pentru orice M(C(O;1) avem S(M)≤ 8 arătați că ABCD este dreptunghi.
3. Fie  f : N* → { 1 ; 2 } cu f(n) = numărul puterilor lui 9 cu exponent natural nenul ce au exact n cifre. 
a. Calculați f(1) , f(2) și determinați n  minim pentru care f(n) = 2.
b. Arătați că 9 22K < 10 21K  (K natural) și deduceți că printre numerele 1; 2; … ; 21000 există măcar 1000 care au f(n)=2. (Se știe ca 9 21=1094…209 are 21 de cifre).
4. Construim  un lanţ cu zale dreptunghiulare egale, ca în figură:
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 Avem la dispoziţie 3 colaci de sârmă cu grosimea 1 cm și lungimile de 185 cm, 243 cm respectiv 301 cm. Orice za se obține tăind o bucata de sârmă cu lungimea de 2x+10 cm dintr-un colac (x natural,pierderile se neglijează) . Lanțul trebuie să conțină  cel puțin 23 de zale . Să se afle lungimea maximă a lanţului .

5. O familie de furnici (Tata, Mama si Fiul) se plimbă. T și M pleacă din A, respectiv B și se deplaseaza pe patratul ABCD de latura 1m în sensul acelor  de  ceasornic  cu  vitezele    de x m/s, respectiv 1 m/s . F este se află mereu la mijlocul segmentului [TM]. (Se știe că dacă T și M se mișcă rectiliniu cu viteze constante 
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  și 
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 atunci mijlocul F se mișcă rectiliniu cu viteza 
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).
a. Dacă x=1 arătați că F se deplasează cu viteză constantă și desenați traiectoria sa.(Determinați viteza !).

b. Dacă x>1 demonstrați că F trece prin centrul pătratului. Aratati ca pe fiecare segment al traiectoriei F are viteza constanta si ca se poate deplasa cu exact 3 viteze. (Determinați cele 3 viteze în funcție de x). 

c. [image: image33.jpg]


Pentru x =[image: image5.png]


 , calculați de câte ori au fost T,M și F la aceeasi distanță față de [BD] în primul minut al plimbării. 
SOLUTII SI BAREME

1. O tablă de șah are 28 de părtațele de frontieră ( celelalte 36 fiind interioare). 

a. Câte pătrățele de frontieră poate ataca un nebun alb?

b. Să se arate că 8 nebuni  pot ataca toată tabla dar 7 nu pot.
SOLUȚIE ȘI PUNCTAJ: -> 30 de puncte 

a. Dacă nebunul este pe un pătrățel interior el atacă pe două direcții și pe fiecare direcție în două sensuri => atacă 4 pătrate albe. Dacă este pe frontieră dar nu colț atacă 3 pătrate albe (unul fiind chiar cel în care se află). Dacă este în colț atacă două pătrate albe.(10 puncte).

b. Putem  așeza   cei  8  nebuni   pe  a  4-a  linie  și  observăm că astfel vor fi atacate toate pătratele 

(10 puncte) . 

Dacă avem 7 nebuni atunci dintr-o culoare (de exemplu alb) avem cel mult 3 .Ei vor ataca fiecare cel mult 4 pătrate albe pe frontieră. Ìn final pe forntieră vor fi atacate cel mult 12 pătrate albe (evident nebunii negri nu atacă pătrate albe). Dar pe frontieră avem 14 pătrate albe. Deci nu sunt atacate toate pătratele (10 puncte). 
2. Patrulaterul ABCD este înscris în cercul C(O; 1). Pentru orice M(C(O; 1) notăm MA2+ MB2+ MC2+ MD2  cu S(M). 

a. Dacă M și N sunt diametral opuse arătați că S(M)+S(N) este număr natural.

b. Dacă pentru orice M(C(O;1) avem S(M)≤ 8 arătați că ABCD este dreptunghi.
SOLUȚIE ȘI PUNCTAJ: -> 30 de puncte

a. [MN] diametru => 

Dacă M=A sau N=A => MA2 +NA2=MN2=22=4

Dacă M≠A și M≠A => triunghiul MAN dreptunghic => MA2 +NA2=MN2=22=4;

Analog => MB2 +NB2= MC2 +NC2= MD2 +ND2=4.

Prin adunare se obține S(M)+S(N)=16.(10 puncte)

b. Fie M oarecare => S(M)≤8. Pentru N diametral opus avem S(N) ≤8. Dar S(M)+S(N)=16 deci S(M) =8 pentru orice M(C(O;1). (10 puncte)

Pentru M=A => S(A)=8 => AB2+ AC2+ AD2 =8.

Pentru  M=C => S(C)=8 => CA2+ CB2+ CD2 =8. Deci AB2+ AD2= CB2+ CD2 (4 puncte).

Analog pentru M=B , M=D se obține AB2+ CB2= AD2+ CD2 și prin scădere AD=BC iar prin adunare AB=CD  (4 puncte)

Patrulaterul ABCD are latruile opuse egale deci e dreptunghi (2 puncte). 
3. Fie  f : N* → { 1 ; 2 } cu f(n) = numărul puterilor lui 9 cu exponent natural nenul ce au exact n cifre. 
a. Calculați f(1) , f(2) și determinați n  minim pentru care f(n) = 2.
b. Arătați că 9 22K < 10 21K  (K natural) și deduceți că printre numerele 1; 2; … ; 21000 există măcar 1000 care au f(n)=2. (Se știe ca 9 21=1094…209 are 21 de cifre).
SOLUȚIE ȘI PUNCTAJ: -> 30 de puncte

a. Numerele de o cifră  au doar 9 1 printre ele => f(1) = 1; numerele de doua cifre au doar 9 2  printre ele => f(2)=1. (4 puncte). 

Cum 9 21=1094…209 are 21 de cifre => 9 22 are tot 21 de cifre =>  f(21)=2 ( 4 puncte).

Cum 9 21=1094…209 are 21 de cifre => 9 20 are 20 de cifre  => printre numerele  cu cel mult 20 de cifre există exact 20 de puteri ale lui 9  :  9 1 , 9 2 , 9 3 , . . . , 9 20  = > f(1)=f(2)= . . . = f(20) = 1 . (5 puncte) =>  n=21 este solutia cerută ( 2 puncte )
b. 9 22 are 21 de cifre, iar 1021 are 22 cifre => 922 < 1021 =>9 22K < 10 21K pentru k natural nenul ( 5 puncte) .
Pentru k=1000 =>  922000 <  1021000  => 9 1 , 9 2 , 9 3 , . . . , 9 22000 au cel mult 21000 cifre  => printre numerele cu cel mult 21000 cifre există măcar 22000 puteri ale lui 9.  ( 5 puncte)

Fie 

A =  nr de valori naturale ale lui n cu 1 ≤ n≤ 21000 si  f(n) = 1

B =  nr de valori naturale ale lui n cu 1 ≤ n≤ 21000 si  f(n) = 2

A+B = 21000 
A+2B = numărul puterilor lui 9 cu cel mult 21000 cifre => A+2B  ( 22000 => B(1000 (5 puncte)  
OBSERVATIE . Folosind un  rationament la nivelul clasei a X-a ( utilizand logaritimi ) se poate demonstra ca B=1006.

4. Construim  un lanţ cu zale dreptunghiulare egale, ca în figură:

 Avem la dispoziţie 3 colaci de sârmă cu grosimea 1 cm și lungimile de 185 cm, 243 cm respectiv 308 cm. Orice za se obține tăind o bucata de sârmă cu lungimea de 2x+10 cm dintr-un colac (x natural,pierderile se neglijează) . Lanțul trebuie să conțină  cel puțin 23 de zale . Să se afle lungimea maximă a lanţului .

SOLUȚIE ȘI PUNCTAJ: -> 30puncte


Din cei 3 colaci se taie a, b si respectiv c bucati de sarma de lungime 2x+10 iar din fiecare bucata se face prin indoire o za ( a, b, c naturale ). Consideram ca am ales deja lungime 2x+10 si valorile a,b,c optime pentru care obtinem lantul maxim. Notam n = a + b + c = numarul de zale ale lantului. 


Gasim lungime lantului : se observa ca adaugand o za lantului , lungimea sa creste cu x cm. Cum lantul cu

o za are x+2 cm =>  lantul cu 2 zale are 2x+2 cm =>  . . . => lantul cu n zale are L = n x+2  cm. ( 6 puncte )

185 = a ( 2x+ 10 ) + (  unde ( = lungimea bucatii nefolosite din primul colac  =>    ( < 2x+10    (datorita optimalitatii).

Analog  

243 = b ( 2x+ 10 ) +(  cu  ( < 2x+10 si 

301 = c ( 2x+ 10 ) + ( cu  ( < 2x+10
Adunam cele 3 relatii => 729 = (a+b+c)  ( 2x+10 ) + (( + ( + ( )  cu R = ( + ( + (  < 3(2x+10) .

Avem

( *) 729 = n  ( 2x+10 ) +  R  cu R < 3(2x+10)

733 = 2 ( n x + 2 ) + 10 n + R => 

( ** ) 2 L = 733 – [ 10 n + R ] ( 6 puncte ) 

   Din ( ** ) L este maxim cand 10n+R este minim.( 3 puncte ) 

Avem n ( 23 .

Pentru n=23  din  ( * ) =>  729 = 23  ( 2x+10 ) +  R  cu R < 3(2x+10) => 729 < 26 ( 2x+10 ) => 2X+10 >  28

Avem  729 = 23(31 + 16 deci  2x+10 ≤ 31  si par => 2x+10 = 30 => R = 39. 

Cum 185 = 6 (30 + 5 ; 243 = 8 (30 + 3 ; 301 = 10 (30 + 1 . Rezulta R = 5 + 3 + 1 = 9 ( contradictie).

Lantul optim are  n>23 . ( 5 puncte )

Pentru n=24 din  ( * ) =>  729 = 24  ( 2x+10 ) +  R  cu R < 3(2x+10) => 729 < 27 ( 2x+10 ) => 2X+10 >  27

Avem  729 = 24(30 + 9 deci  2x+10 ≤ 30  si par => 

Pentru  2x+10 =30   =>  R = 9  

Cum 185 = 6 (30 + 5 ; 243 = 8 (30 + 3 ; 301 = 10 (30 + 1 am obtinut un lant cu lungimea  cu 10n+R = 249

Pentru 2x+10 = 28 => R = 57 si am avea 10n+R > 249 deci chiar daca am avea solutie nu ar fi optima.

Pentru n ( 25 deja avem 10n+R  ( 250 deci 10n+R nu e minim => se obtin lanturi mai mici decat in cazul n=24, R=9.

Din  (**) lantul maxim are 2L = 733 – 249  => L = 242
5. O familie de furnici (Tata, Mama si Fiul) se plimbă. T și M pleacă din A, respectiv B și se deplaseaza pe patratul ABCD de latura 1m în sensul acelor  de  ceasornic  cu  vitezele    de x m/s, respectiv 1 m/s . F este se află mereu la mijlocul segmentului [TM].
a. Dacă x=1 arătați că F se deplasează cu viteză constantă și desenați traiectoria sa.(Determinați viteza !).

b. Dacă x>1 demonstrați că F trece prin centrul pătratului. Aratati ca pe fiecare segment al traiectoriei F are viteza constanta si ca se poate deplasa cu exact 3 viteze. (Determinați cele 3 viteze în funcție de x). 

c. Pentru x =[image: image7.png]


 , calculați de câte ori au fost T,M și F la aceeasi distanța fața de [BD] în primul minut al plimbării. 
SOLUȚIE ȘI PUNCTAJ: -> 30 de puncte 

Fie P,Q,R si S mijoacele laturilor ca pe fig 1 . 

a) x=1 => T si M ajung simultan in B si C dupa o secunda ; initial T era in A, M in B si F in P ; dupa o secunda T este in B , M in C si  F in Q . Cum T si M  s-au deplasat rectiliniu ( pe [AB] resp. [BC] ) => F s-a deplasat rectiliniu pe [PQ] in aceasta prima secunda , iar vitezele considerate vectorial arata ca in fig 2. 

Din  
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 rezulta 
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 in prima secunda. 

Analog in secundele 2; 3 si 4  = > F parcurge [QR] , [RS] si [SP] cu viteza 
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 si toate cele 3 furnici revin la pozitiile lor initiale. Traseul lui F este patratul [PQRS] si este parcurs cu viteza constanta 
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 ( 10 puncte). 

b) F se va gasi in O in momentul t in care T si M sunt pe pozitii simetrice fata de O. Acest lucru se intampla pentru prima data dupa ce T a “recuperat” diatanta de 1cm fata de M si a depasit-o pe aceasta cu inca 2 cm. Prin calcul se va obtine timpul de t= 
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 secunde. ( 2 puncte) .

I. In primele 
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secunde T se află pe [AB] si M pe [BC] deci 
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 rezulta 
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.(2 puncte)

II. După 
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 secunde T si M sunt pe laturi opuse o perioada de timp. Deci 
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 au aceeasi directie si sensuri opuse  si din  
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 rezulta 
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III. Dupa 
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secunde T si M coincide deci o perioada de timp sunt pe aceeeasi latura. Deci 
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 au aceeasi directie si sens si din  
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Dar in orice moment,  T si M pot fi pe aceeasi latura, pe laturi vecine sau pe laturi opuse deci se vor incadra pe situatii similare unuia dintre cele 3 cazuri tratate mai sus. (2 puncte)

c) Exista doar doua situatii in care cerinta se realizeaza:

I. T=M=F 

II. T,M distincte si TM paralel sau egal  cu DB (2 puncte)

Notam cu dT distanta parcursă de T după un timp dat de t secunde.

Notam cu dM   distanta parcursa de M dupa timpul t la care adaugam 1 cm

Avem  dT = 
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 t si dM= t+1.(2 puncte)

I dT  - dM intreg si divizibil cu 4 => 
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 cu k intreg si t≤ 60 => k=0 , 1, 2. . . , 19 deci acest caz se realizeaza de 20 de ori(2 puncte)

II dT  + dM intreg si divizibil cu 4 => 
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 cu k intreg si t≤ 60 =>  k=1,  2. . . , 50 si acest caz se realizeaza de 50 ori  => solutie  70. (2 puncte)
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