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Proba de baraj - Matematica

Problema 1. Fie ABC un triunghi care nu este nici echilateral, nici dreptunghic si fie
A', B’ respectiv C’ proiectiile ortogonale ale punctelor A, B respectiv C pe dreptele BC,

CA respectiv AB. Sa se arate ca dreptele Euler ale triunghiurilor AB'C’,BC'A" si CA'B’
sunt concurente intr-un punct situat pe cercul lui Euler al triunghiului ABC.

Solutie.

Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Cercul celor noud puncte al triunghiului ABC este
chiar cercul circumscris al triunghiului A'B'C’ si intersecteaza segmentele AH, BH, CH
in punctele A”",B” respectiv C", deci triunghiurile ABC si A"B"C" sunt omotetice.

Triunghiurile AB'C’,BC’'A" si CA'B’ sunt doua cate doud asemenea si punctele A", B”
respectiv C" sunt centrele cercurilor circumscrise lor.

Notam cu e(A”"),e(B") respectiv e(C") dreptele Euler ale triunghiurilor AB'C’,BC'A’
si CA'B'. Daca dreapta Euler a triunghiului ABC este paraleld cu o latura a acestuia,
atunci e(A”"),e(B") si e(C") se intdlnesc pe una dintre inaltimile triunghiului A"B"C".
In caz contrar, notdm cu P punctul de intersectie al dreptelor e(A") si e(B"). Datorita
asemanarii triunghiurilor AB'C’ si A'BC’, unghiul pe care dreapta e(A") il formeaza cu
AB’ (sau cu A"C") este egal cu unghiul pe care dreapta e(B”) il formeaza cu A'B (sau
cu B"C"). Rezulta ca, in triunghiul A"PB”, unghiul P este egal sau cu A"C"B", sau cu

suplementul sdu. Atunci P se afla pe cercul circumscris triunghiului A’B"C”, care este
cercul celor noua puncte al triunghiului ABC. Analog se arata ca alte doud drepte Euler
dintre cele considerate se intalnesc tot pe cercul celor noud puncte al triunghiului ABC.
Daci cele trei drepte Euler nu ar fi concurente, una dintre ele ar intersecta cercul celor
noua puncte al triunghiului ABC in trei puncte distincte, ceea ce este imposibil.

Problema 2. Fie a un numar real mai mare sau egal cu 3 si P un polinom cu coeficienti
reali. Sa se arate ca

max |a* —P (k)| |k =0,1,2,..., grP +1} >1,
unde grP este gradul polinomului P.

Solutie.
Folosim inductia dupa grP. Daca grP = 0, atunci P =c este constant si daca afirmatia din

concluzie nu ar avea loc, atunci [L—c| <1 si [a—c| <1, deci
la-1<la—c|+|c-1<1+1=2,
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Fapt care ar contrazice ipoteza a > 3.
Pentru grP >0, notim M = max{\ak —P(K)[|k=0,12,...,grP +1} >1 si considerdm

polinomul Q(X):ﬁ_(P(X +1)—P(X)), avand gradul strict mai mic decat grP.

Pentru k=0,1,2,...,grP, avem ca

" - Q(K) = = Ja" ~a* ~P(k+1)~P (k)| <

1 +
sa—_l(\ak =P (k+1)+[a" —P(k)\)ga—_lg M.

Deoarece grQ < grP, putem aplica ipoteza de inductie si astfel solutia este completa.

Problema 3. Sa se arate ca orice numar intreg N poate fi scris in mod unic sub forma

N=>a.2“unde nell,ae{-1,0,1} si a3, =0k=01..,n-1.
k=0

Solutie.
Ar ﬁt suficient sa demonstram afirmatia pentru numere N intregi pozitive. Consideram
scrierea (unicd) in baza 2 alui N
N=2%+2%+ ..+2% 0<k <k, <..<Kk.. (1)
Transformam scrierea (1) utilizand, de cite ori este posibil, una dintre egalitatile
2t + 2t+l — _2t + 2t+2’ 2t _ 2t+l — _2t , 2t + 2t — 2t+l.
In momentul in care transformdrile anterioare nu mai pot fi ficute, obtinem pentru N 0

descompunere de tipul
N=>20->2",

aeA beB
unde A si B sunt multimi finite disjuncte de numere naturale, a caror reuniune nu contine
numere Intregi consecutive.

Pentru a demonstra unicitatea, fie N =) 2°—>"2, unde C si D sunt multimi finite
ceC deD

disjuncte de numere naturale, a caror reuniune nu contine numere intregi consecutive;

atunci
ZZMZZd =22b+22°. (2

acA deD beB ceC
Dacia x € AN D, inlocuim 2* +2* cu 2** in membrul stang din (2). Intrucat x+1 se afla
in complementara lui AU D, aceste inlocuiri nu interfereaza una cu alta. Procedam
analog in membrul drept al lui (2), transformand aceastd egalitate In
Y 2x=>2 (3)
xeX yeY
rezultd cd X =y, din unicitatea scrierii in baza 2.
Vom arata in continuare ca A=C si B=D, de unde concluzia problemei. Evident, ar fi
destul sa demonstram ca Ac C. Consideram a € A si distingem doua situatii:
e Dacd agD, atunci 2* apare in membrul sting al lui (3), deci trebuie si apara si
in membrul drept. Cum a—1¢ B, 2* in (3) nu poate fi suma de tipul 2°7*+2°7,



deci 2° trebuie sd apara si in membrul drept din (2). Cum A si B sunt disjuncte,
rezultaca aeC.

e Daci aeD,atunci 2*" apare in membrul stang al lui (3), deci trebuie sa apari si
in membrul drept. Cum ae AND, rezulti ci a+1eBNC. Atunci 2*" din
membrul drept al lui (3) trebuie sa fie suma dintre 2° din > 2° si 2% din ) 2°,

beB ceC
adica aeC.

Problema 4. Un numar natural nenul N se numeste abundent daca suma tuturor
divizorilor sai pozitivi este strict mai mare decat 2N . Sa se arate ca, oricare ar fi
numarul natural nenul n, exista n numere abundente consecutive.

Solutie.

Fie p, al k-lea numar prim, k=1,2,3,... si, amintindu-ne ca Hk[1+pi]:oo,
k

rezultd ca pentru orice numar natural nenul m, exista un intreg N (m) >m astfel Incat

N(m) 1 N(m)
[T/ 1+= |>2,deci J] p, este abundent.
k=m

k=m pk
N(mJ)

Apoi, fie m =1 si m;,=N(m)+1 j=123.., iar M;=]] p.j=123..
k=m;

Evident, numerele M; sunt doud cate doud prime intre ele, deci vom putea alege un

numar natural M astfel incait M+ j= O(mod M, ), j=12,..,n. Intrucat orice

multiplu a unui numar abundent este abundent, rezultd ca M +1,M +2,...,M +n sunt
n numere consecutive abundente.
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