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CLASA a X-a
Solutii si bareme

o . nd . 2 A a2
Problema 1. Si se rezolve ecuatia: 25" #7705 & _ Q€08 T=8INTEL — o9 O,
. . . . in? 2tsin? 4 2 < <«
Solutie. Ecuatia se scrie echivalent 251 #¥sin”@ _ geosta+cos™ @ — 9 co5 2. S4 observim ci

cos* x + cos? z — sin x —sin?z = (C082 x + sin? x) (0052 x — sin? x) +cos?z —sin?z
= 2cos 2z,
.............................................................................................. 3 puncte
. . . in? in2 . . 4 2
si ecuatia devine 25 #Hsin" @ 4 gind o 4 gin? g = 20087 #He0s” T 4 o5t g 4 cos? .
............................................................................................... 1 punct
Functia f : R — R, f(t) = 2t + ¢ este strict crescitoare, deci injectiva.
.............................................................................................. 2 puncte

agadar obtinem sin® z + sin? 2 = cos* z 4 cos? z, adici 2 cos 2z = 0, cu solutiile z € {W\k € Z} o1
punct

Problema 2. Se considera numerele complexe distincte a, b, ¢, d. Sa se demonstreze ca urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

i) Pentru orice z € C are loc inegalitatea |z — a| + |z — b > |z — ¢| + |z — d];

ii) Exista t € (0,1) astfel incat c=ta+ (1 —¢)bsid= (1 —1t)a +tb.

Solutie. ii)==1) Avem

lz—cl=lz—ta— (1 —t)b| <t|lz—a|+ (1 —t)|z—1|.
Analog,
|z —d| < (1—t)|z—a|+t|z—b|.

Prin adunare se obtine concluzia......... ... 2 puncte
i)==ii) Pentru z = a, rezulta
la —b] >la—c|+]a—d|,

iar pentru z = b
la—=b>1]b—c|+|b—d|.

........................................................................................... 2 puncte
Prin adunare,

2la—=b|>la—cl+]a—d|+|b—c|+|b—d.
Dar

la—c|+1b—c|>|a—1,
la —d|+1b—d| > |a—b|,



si deducem ca toate inegalitatile devin egalitati..........oooi i 1 punct

In particular, din

la—c|+1]b—cl=|a—1]

rezultd cd existd t; € (0,1) astfel ca ¢ = tia + (1 —t1)b. Analog, existd ta € (0,1) astfel ca d =
L2 e (8 7 1 punct

Aratam cd tq +to = 1. Avem |la—c|+ |b—c| = |la—b] = [b—c| + |b—d|, deci |a—¢| = [b—d|.
inlocuind, obtinem

(I-t1)|la—0b=t2]b—aq],

de unde CONCIUZIA. . . ..o e e e 1 punct

Problema 3. Sa se determine toate functiile injective f : Z — Z care satisfac relatia

[f (@) = f )] <z —yl,

pentru orice z,y € Z.

Solutie. Din relatia data deducem

deci f(x+1)— f(z) € {10, . i 1 punct
Cum f e injectiva, rezultd f (x + 1) — f (z) € {—1,1}, pentru orice x.
Observam ca daca f verifica ipoteza, atunci si —f o verificd. Prin urmare, putem presupune ca
FO) - fO)=1.
Avem f(2) — f(1) = £1. Daca f(2) — f(1) = —1, atunci f (2) = f(0), contradictie, deci f(2) =
T 0 2 2 puncte
Rezultd imediat prin inductie c& f (n) = f (0) + n, pentru orice n natural.

............................................................................................ 1 punct
Tot inductiv rezultd f (—n) = f (0) — n, pentru orice n natural....................... ..., 1 punct
In concluzie, functiile cdutate nu pot fi decat de forma f () = +x + k, pentru orice z, k fiind un
INETEE ATDIETAT.. . .\ttt et e et e e e 1 punct
Se verifica usor ca aceste functii verifica relatia din ipoteza............ ... . ... ... 1 punct
Problema 4. a) Si se arate ca
L + = + : +...+ <
— 4+ -4+ -—F...+=—=<m,
2 3 4 2m
pentru orice m € N*.
b) Fie p1,p2,...,p, numerele prime mai mici decat 2190, Sa se arate ci
1 1 1
— 4+ —+...+— < 10.
b1 D2 Pn
Solutie. a) Inegalitatea se obtine prin inductie..............co i, 2 puncte

b) Numerele p;p;pgpr, unde 1 < i < j < k <[ < n, sunt distincte doud cate doud si mai mici decét
9400

Avem atunci

11 1\* 1 1 1 1
— 4+ —+...+—] <4 <24<++...+).
<p1 D2 Pn ) Z DiDjPLDI 2 3 2400

1<i<j<k<I<n
........................................................................................... 3 puncte
Folosind inegalitatea de la a), deducem ca
1 1 1
24 §+§+"'+24W < 24 -400 < 10000,
de unde ConCIUZIA. . . ..o e 2 puncte



