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Solutii



Problema 1. Fie ay, a;, a, numere pozitive si sirul definit prin relatia de recurenta
an+1 =Vap+vap-1++ap—2,Vn=2

a) Daca ag = a; = a, sa se arate ca sirul (a;) >0 este monoton.

b) Pentru orice ay, a;, a, sa se arate ca sirul (a,),>o este convergent si sd se determine limita sa.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. a) Se aratd prin inductie ca daca ap = a; = a; = a < 9 atunci sirul este crescator si
a, < 9,Vn iar daca a > 9 atunci sirul este descrescator si marginit inferior de 9. In ambele
cazuri sirul este convergent si trecand la limita in relatia de recurenta obtinem

1=3V1, 1(1-9) =0, deci [ € {0,9}.
Din cele de mai sus limita nu poate fi 0, deci

lim a, =9.
n—oo

b)

Fie b = min{ay, a, a,} si ¢ = max{ay, a;, a,}. Consideram sirurile (b,), si (c,), definite prin
aceeasi recurentad dar cu termenii initiali schimbati:

bo=b1=bs=b, bpi1=Vbpn+Vbp1+\Vbpo;n=2

CO=C1=C=C, Cn+1=VCn+VCn-1+vVCno;n=2.

Prin inductie rezulta b, < a, < c¢,, Vn. Deoarece conform punctului a) avem

lim b, = lim ¢, =9
n—oo n—oo

rezulta

lim a,, =9
n—oo
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Problema 2. Se considera sirurile (x,),>0 $i (¥n)n=0 definite de relatiile de recurenta

Xn+3Vn . _3xXp+2yp

xn+1:T Sl Vn+1 = 5

pentru orice n € N, unde xj si yp sunt numere reale arbitrare date. Sa se arate ca cele doua siruri
sunt convergente si sa se determine limitele lor.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie. Notam

unde n € N si matricea matricea

x

Atunci X1 = AX,, = A"X; sau X, = A"X,. Pentru determinarea lui A” consideram ecuatia

[S[[SUN
G [

caracteristica asociata matricei A:
A2 —Tr(A)A+detA=0,

in cazul nostru devine
201> -131-7=0

7

— 307 deci

cu solutiile A} =1gi Ay =

n

7
A”:B-i-(—%) C,VneN*.

Pentru n =1 si n = 2 rezulta sistemul

B+ ;5:C = A?

{ B+(-%)C=A
400

de unde rezulta

4 3
B=13 3
9 9
Asadar
7 n
lim (A" Xp) = lim X,, = lim |B+ (——) C] Xo = BXo
n—oo n—oo n—oo 20
deci
114 3 X 1| 4x9+3
lim X, == - O 1== 0T oYo
n—oo 914 3 Yo 91 4x0+3y0
si in concluzie
. T _ 4x0+3Y0
i o = g,y = =g
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Problema 3. Fie matricea A = J

] € > (R) cu proprietatea |detA| = 1. Notdam puterile

naturale ale matricei A cu

an bn ]eJﬂg(R),neN*.
cn dj

Sa se arate ca sirurile de numere reale: (a;), (by), (cn), (d,) sunt convergente daca si numai daca
A=1. .

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie.
Daca sirurile sunt convergente atunci sirul cu termenul general

este convergent. Dar cum sirul (a”),en este convergent doar pentru « € (—1,1] rezulta detA €
(—1,1] si din conditia |det A| = 1 rezulta det A = 1. Evident A verifica relattia:

A*—(a+d)A+(detAL =0,
si inmultind cu A”"! obtinem:
(x) A" —(a+d) A"+ (det A)A" " = O,.
Deci toate sirurile verifica relatia de recurenta:
Xne1—(a@+d)x,+ (detA)x;,.1 =0
Trecand la limita in relatie obtinem:
IyA—-(a+d)+detA) =0
Iy2—(a+d))=0 unde [, = nll_r&xn

Daca a+d # 2 ar rezulta I, = 0 pentru x € {a, b, c,d} (toate sirurile ar avea limita 0), daca am
avea lim,,_.(a,d, — byc,) =0, contradictie cu (detA)" =1 deci avem a+ d = 2. Astfel relatia (*)
devine

A 24"+ AV =0,

sau

Daca A" — A" ! = A- I, si prin adunarea iteratelor
A= +n(A-L),neN",

Deci sirurile vor fi
a,=1+n(a-1)

b, =nb
Cn = nc
d,=1+n(d-1)

care sunt convergente daca si numai daci a=d=1,b=c=0, deci A= D.
Reciproc: Daca A= I, A" = I, sirurile (a,), (by), (cy), (d,) sunt constante.

Observatie. Se pot da conditii necesare si suficiente ca sirul de matrice (A"),en sa fie con-
vergent. u

=«
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Problema 4. Se da matricea A= € 4> (R). Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt

a
-b

echivalente:
a) Existd n e N* astfel incat A" = I;

b) Exista g € Q* astfel incat a = cosgn, b =singr.

Vasile Pop, Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca

Solutie.

a) = b). Presupunem cd existda n € N* astfel incat A" = I,. Trecand la determinanti obtinem
(detA)" =1 si cum detA = a?+ b?* =0 deducem ca det A= a?+b? =1, ceea ce arati ci existi
t € R astfel incat a = cost, b =sint. Deci

cost sint

—sint cost
si atunci
coskt sinkt
Ak = , VkeN*,
—sinkt coskt
ceea ce arata ca A" = I, daca si numai daca
| cosnt sinnt | [ 1 0O
| =sinnt cosnt | |0 1|

De aici rezulta cd cosnt =1 si sinnt =0, adica nt =2pn, p € Z, de unde deducem ¢ = 27’771 =qm,
unde g = 27’7 € Q si prin urmare a = cosqn, b =sinqmn.

[\l

b) = a). Fie a=cosqn,b=singn cu g€ Q, adicd g = | cu ue Z si v e N*. Putem scrie g = 5,
§i atunci

2un s 2um
4o | cos 2 sin 2
: um um
sin<t  cos5
rezultd imediat ci A% = I, si deci luand n = 2v € N* deducem ca A" = . [
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