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Problema 1. Pe circumferinta unui cerc se considera 7 puncte care sunt colorate fiecare cu
rosu sau negru. Prin transformare intelegem schimbarea culorilor a trei puncte consecutive (din
negru in rogu si din rogu in negru).

a) Sa se arate ca printr-o succesiune de transformari putem obtine orice colorare dorim.

b) Daca pe cerc se considera 6 puncte ramane afirmatia a) adevarata?

Problema 2. a) Sa se arate ca
(a4+b+c)(a®+b* +c —ab—be— ca) = a® 4+ b> + ¢ — 3abe,

pentru orice numere reale a, b, c.
b) Sa se determine functiile f : R — R care verifica relatia:

(f(x))® +6af(z) +2° =8 VaeR

Problema 3. Fie ABCDEF un hexagon convex si M, N, P, @, R, S mijloacele laturilor AB,
BC,CD, DE, EF, FA.
a) Sa se arate ca cu segmentele M@, PS si RN se poate construi un triunghi.

b) Sa se arate ca triunghiul cu laturile congruente cu MQ, PS si RN este dreptunghic daca
sl numai daca M@Q 1L PS sau M@ L. RN sau PS L RN.

Problema 4. Fie p > 3 un numar prim si n > 3 un numar natural impar.

E _— = —_—

k=1

b) Sa se determine toate numerele naturale impare N > 3 pentru care

Sk
N[ 2
k=1

K (p— k)"

(Indicatie: " + €N).

VA URAM MULT SUCCES!!
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n(n
Problema 1. Se considera n > 3 drepte in plan, care impart planul in

regiuni.
Sa se arate ca exact una din urmatoarele afirmatii este adevarata:
1) Exista o singura pereche de drepte paralele.
2) Exista un singur triplet de drepte concurente.
Problema 2. Fie numerele complexe a, b, ¢ cu proprietatea |a| = |b| = |c| =1 si fie

S=la+b?+b+cf+|c+al®

Sa se arate ca:
a) Daca S = 3 atunci |a — b| = |b—¢| = |c — al.
b) Daca S =4 atunci (a +b)(b+¢)(c+a) =0.

Problema 3. Si se determine functia f : R — R care verifica relatia:

(f(@) —2)(fy) =2) < 2z -1)(y+1)

pentru orice z,y € R.

Problema 4. Fie ¢ un numar natural fixat. Sa se arate ca pentru orice numar natural n

exista un numar natural f(n) astfel ca

(VIta++va)" =1+ f(n)+Fn)

si s& se determine f(n).
VA URAM MULT SUCCES!
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Problema 1. Fie A, B € M3(C) doua matrici care au valorile proprii de modul mai mare

ca l.

a) Sa se arate ca daca A- B = B - A = (|, atunci matricea C are valorile proprii de modul
mai mare ca 1.
b) Este conditia A - B = B - A necesara pentru a)?

Problema 2. Se considera sirul de numere reale (z,,),en definit prin relatia de recurenta:

xo=a>0, 21 =0>058i 2py1 = Van +ap-1, YN >1.

a) Sa se determine 1n ce conditii sirul (z,),en este monoton.

b) Sa se arate ca daca sirul (z,), este monoton, atunci el este gi marginit.

Problema 3. Fie a, b, c numere reale astfel ca:
sin(a + b) sin(a — b) + cosbcosc =0 (1)

sin(b + ¢) sin(b — ¢) + cosccosa = 0. (2)

Sa se arate ca: sin(c + a)sin(c — a) = cosa cosb.

Problema 4. Se considera sirul de numere reale a,, = arctg n, n € N gi girul de numere
complexe b, = cos4da, + isinda,, n € N.

a) Sa se arate ca |b, — by, | € Q, pentru orice m,n € N.

b) Sa se arate ca in planul Oy exista 2014 puncte de coordonate numere intregi, intre care
distantele sunt numere naturale.

VA URAM MULT SUCCES!!!
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Problema 1. Fie matricele A, B € M,,(C) gi numerele distincte zg, 21, ..., 2, € C.

a) Sa se arate ca daca det(A+ zB) =0,V k=0,1,...,n, atunci
det A = det B =0.
b) Sa se arate ca daca (A + zB)" =0,V k=0,1,...,n, atunci A" = B" = 0.

142z

Problema 2. Se considera functia f : [0,1] = R, f(z) = 5

, x €[0,1].
a) Sa se determine functia f" = fo...o f.
-
b) Sa se determine limita nh_)n;o 4"(1 —nf"(x)), x € [0,1]. (Indicatie: Notam = = cost).
Problema 3. Fie f : R — R o functie care admite primitiva F©' : R — R si fie
T1,T2, ..., TniY1, Y2, ..., Ys Dumere reale cu proprietatea x; > v;, i = 1,n, n € N*.
Sa se arate ca exista ¢ € R astfel ca:

n n

D (Fwi) = Flyi) = (0) > (i — )

i=1 =1

Problema 4. Pe multimea numerelor reale se considera legile de compozitie

t@ y = 2n+\1/x2n+1 + 2t p 20l gy € R,

unde a este un numar real fixat si n este un numar natural arbitrar.
a) Sa se studieze proprietatile acestor legi (asociativitate, element neutru).

b) Sa se studieze proprietatile legii de compozitie definita prin:
rxy= lim 2@ vy, =,y € R.
n—oo

VA URAM MULT SUCCES!!!
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n
Probléma 1. Tekintsiink n > 3 egyenest a sikban, melyek a sikot részre osztjak.

(n+1
. L 2
Mutassuk meg, hogy a kovetkezd kijelentések koziil pontosan az egyik igaz:

1) Az egyenesek kozott egyetlen parhuzamos egyenespér talalhato.

2) Az egyenesek kozott egyetlen 6sszefutd egyenesharmas talalhato.

Probléma 2. Legyenek a, b, ¢ komplex szdmok, agy hogy |a| = |b| = |c¢| =1 és legyen
S=la+b2+|b+c+|c+al’

Mutassuk meg, hogy:
a) Ha S = 3, akkor |[a —b| = |b—¢| = |c — a.
b) Ha S =4, akkor (a +b)(b+¢)(c+a) =0.

Probléma 3. Hatarozzuk meg azt az f : R — R fiiggvényt, amely kielégiti a

(f(@) —2)(fy) =2) < 2z -1)(y+1)

Osszefiiggést minden x,y € R esetén.

Probléma 4. Legyen a egy rogzitett természetes szam. Mutassuk meg, hogy minden n

természetes szam esetén létezik egy f(n) természetes szam, igy hogy

(VIta++va)" =1+ f(n)+/Fn)

és hatdrozzuk meg f(n)—t.
VA URAM MULT SUCCES!!!
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Probléma 1. Legyenek A, B € Mjy(C) olyan métrixok, melyek sajatértékei 1-nél nagyobb
abszolut értékiiek.

a) Mutassuk meg, hogy ha A- B = B- A = C, akkor a C métrix sajatértékeinek az abszolut
értéke nagyobb mint 1.

b) Sziikséges-e az A - B = B - A feltétel ahoz, hogy a) fennélljon?

Probléma 2. Az (z,)nen valos sorozat a kovetkezéképpen adott:

xo=a>0, 11 =0>06s xp41 = Van+xn-1, YN >1.

a) Hatdrozzuk meg milyen feltételek mellett monoton az (x,),en sorozat.

b) Mutassuk meg, hogy ha az (x,), sorozat monoton, akkor a sorozat egyben korlatos is.

Probléma 3. FTekintsiik az a,b,c¢ valds szamokat, melyek kielégitik a kovetkezo
Osszefiiggéseket:
sin(a + b) sin(a — b) + cosbcosc =0 (1)

sin(b + ¢) sin(b — ¢) + cosccosa = 0. (2)

Mutassuk meg, hogy: sin(c + a) sin(c — a) = cos a cosb.

Probléma 4. Tekintstik az a, = arctg n, n € N valés és a b, = cos4a,, + isinda,, n € N
komplex szdmsorozatot.

a) Mutassuk meg, hogy |b, — by,| € Q, minden m,n € N.

b) Mutassuk meg, hogy az xOy sikban létezik 2014 egész koordindtaji pont, melyek
paronkénti tavolsaga természetes szam.

VA URAM MULT SUCCES!!!
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Probléma 1. Adottak az A, B € M,(C) matrixok és a zp,z1,...,2, € C egymdéstdl
paronként kiillonb6zo szamok.
a) Mutassuk meg, hogy ha det(A + z;B) =0,V k=0,1,...,n, akkor

det A =det B=0.
b) Mutassuk meg, hogy ha (A + zB)" =0,V k=0,1,...,n, akkor A" = B" = 0.

1+«
2

Probléma 2. Tekintsiikk az f: [0,1] = R, f(z) =
a) Hatdrozzuk meg az f™ = fo...o f figgvényt.
—_—

, x € [0, 1] fiiggvényt.

n
b) Szémitsuk ki a kovetkez8 hatarértéket: ILm 4"(1 — f™(x)), = € [0,1].
n—oo
( Indikécié: Mutat x = costy).

Probléma 3. Legyen f : R — R egy primitivalhaté fiiggvény és legyen F' : R — R az
f figgvény egy primitiv figgvénye. Tekintsiik az x1,xo,...,Tn;y1,Y2, ...,y valds szamokat,
melyek teljesitik az kovetkezd feltételeket: x; > y;, i = 1,n, n € N*.

Mutassuk meg, hogy létezik ¢ € R dgy hogy:

n n

Z(F(%’) — F(y:)) = f(o) Z(Cﬂi — Yi)-

=1 i=1

Probléma 4.A valds szdmok halmazan, tekintsiik a kdvetkez6 Osszetevési térvényeket:

.’L'@ y = 2n+</x2n+1 + y2n+1 + CLZn—‘,—l7 z,y c R7

ahol a egy rogzitett valds szam és n egy tetszdleges természetes szam.
a) Tanulmanyozzuk az adott Osszetevési torvények tulajdonsigait (asszociativitds, semleges
elem).

b) Tanulményozzuk a kovetkezd Gsszetevési torvény tulajdonsagait:
rxy= lim 2@ vy, =,y € R.
n—oo

VA URAM MULT SUCCES!!!
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